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1. �V�3��E�5�m§V��5C�σ3V�Äα1, α2, α3e�Ý
�A = 1 1 0
0 1 1
0 0 1

, K¤kσØC�f�m�µ .

2. �W = L(α1, α2)�C3�f�m§Ù¥α1 = (i,−i, 0)T , α2 = (1, 0, i)T§

KW⊥ = .

3. �A =


1 2 0 0 0
0 1 0 0 0
0 2 1 0 0
0 0 0 1 5
0 0 0 0 1

§KA�e�IO/�µ .

4. �V�3��j�m§σ�V��5C�§σ∗�σ��ÝC�"eσ∗3V�IO

��Äε1, ε2, ε3e�Ý
�

 1− i i −i
0 2 + i 1
1 0 2i

§Kσ3IO��Äε1, ε2, ε3e
�Ý
�µ

.

5. �0 6= A ∈ Mn(C)(n ≥ 2)��"Ý
§�÷vA5 + 2A2 = 0§KA�4�õ

�ª�µ .
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6. �A =

 0 1 + i 0
1− i 0 1
0 1 0

§KD��A�g.f(x) = xHAx��.5�ê

� .

7. 3Q[x] ¥f(x) = x7 + 2x6 + x5 + 5x3 + 11x2 + 7x + 1�IOÏª©)

�µ .

8. �A =

 λ 1 0
0 λ 1
0 0 λ

, KAn = §Ù¥n���ê.

9. ®���õ�ªf(x) = x3−x2−x−2Úg(x) = x3m+x3n+1+x3p+2£m,n, p�

��ê¤§Kf(x) �g(x)���úÏª�(f(x), g(x))= .

�!O�KÚy²K£�64©¤

10.£20©¤�A =


1 2 2 3
0 0 −1 2
0 1 2 0
0 0 0 1

§¦�_Ý
P9e�IO/J¦�P−1AP =

J .

11.£16©¤�A =

 1 0
1 1
0 1

 , b = (1, 1, 1)T .

£1¤¦A�ÛÉ�©)¶

£2¤¦Ax = b����¦).

12. (14©) �A =

 0 3 0
−3 0 −4
0 4 0

 , ¦�jÝ
U¦�U−1AU�é�
.

13. £14©¤3V = Mn(C)¥½ÂSÈ(A,B) = tr(ATB). �M ∈ V§½ÂV�
�5C�

TM : X 7→MX, X ∈ V.

y²µTM�jC���=�M�jÝ
.
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考试课程 线性代数（2） 2012年6月20日 （A 卷卷卷）））

系 班 姓名 学号

一、填空题（每空4分，共40分，请直接填在试卷的横线上）

1. 用施密特正交化方法把C3中的基α1 = (i, 0, 1)T , α2 = (0, 1, 0)T ,

α3 = (−i, 1, 1)T 化为标准正交基： .

2. 设A =


2 0 0 0 0
0 2 2 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 3 0
0 0 0 3 3

，则A的极小多项式是 .

3. 给定以下类型的矩阵：（1）正交矩阵，（2）实对称矩阵，（3）实反对

称矩阵，（4）埃尔米特矩阵，（5）幂零矩阵，（6）上三角矩阵。在复数

域C上，以上类型的矩阵中总可相似对角化的有（填序号） ，

总可相合对角化（即相合于对角阵）的矩阵有（填序号） .

4. 已知一元多项式f(x) = x3+2x2+x−1和g(x) = x3+x2−2x，则f(x)与g(x)首

项系数为1 的最大公因式是(f(x), g(x)) = .

5. 子空间W = L(

 2
0
1

 ,

 4
i
7

) 在C3中的正交补为W⊥ = .

6. 设f(x) = x6 + 4x5 + 5x2 + 21x+ 4，则f(x)的所有有理根为 .
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7. 设2x2+1为f(x), g(x)的一个最大公因式，则(f(xn), g(xn)) = .

8. 设复矩阵A =

 1 x y
0 1 z
0 0 1

，当xz ̸= 0时，A的若当标准形为 ；

当xz = 0, y ̸= 0 时，A的若当标准形为 .

二、计算题和证明题（共60分）

9.（28分）设A =


−3 4 0 2
−4 5 −1 3
0 0 −3 2
0 0 −2 1

，求可逆矩阵P及若当标准形J，使

得P−1AP = J .

10.（12分）设σ为三维线性空间V上的线性变换，σ 在V的基α1, α2, α3 下的矩

阵为

 2 1 0
0 0 1
0 0 0

，求出两个σ的二维不变子空间.

11.（12分）设σ为酉空间V上的埃尔米特变换，证明：

（1）对于任意的向量α ∈ V , (σα, α)为实数；

（2）若σ为正定的埃尔米特变换，则对V中任意非零的向量α都有(σα, α) > 0.

（注：若σ在V的一组标准正交基下的矩阵为正定的埃尔米特矩阵，则称埃尔

米特变换σ为正定的埃尔米特变换.）

12. （8分）设V为n维的欧几里得空间，α1, α2, ..., αn为V的一组基，令G =

((αi, αj))n×n，称G为此组基的度量矩阵。设σ为V上的线性变换，σ在上述基下

的矩阵为A ，证明σ为正交变换的充分必要条件是ATGA = G.
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几何与代数(2)考试样题 

 
 
一．填空题（每题 5 分，合计 35 分） 
 
1．设  ， ，则 被 除所得的商式为 14)( 34 −−= xxxf 13)( 2 −−= xxxg )(xf )(xg

 
                ，余式为                ． 

 
2．设 ， ，当           24)6()( 2 ++++= kxkxxf kxkxxg 2)2()( 2 +++= k 时，

 与 的最大公因式是一次的． )(xf )(xg
 
3．设V 是 R 上的线性空间， 4321 ,,, εεεε 是V 的一个基，σ 是V 上的线性变换，已

知σ 在基 4321 ,,, εεεε 下的矩阵是 ，则

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

010
0
1
1

0
000
000
001

A σ 的所有的 2 维不变子空

 
 
间为                                                  ．  

 
4．设σ 是V 上的对称变换，满足 ，其中εσ =2 ε 是恒等变换，则 V∈∀ βα , ， 
 

( )(),( )βσασ =                  ．  
 
5．设 321 ,, ααα 是 3 维欧氏空间V 的一个基，这个基的度量矩阵是 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−
=

612
121

211
G  

 
令 21 ααγ += ，则参数 =      k  时 321 αααβ k++= 与γ 正交．  

 
6．设 { }FxxxxF i

T
n

n ∈= ),,,( 21 L 是数域 上的线性空间，定义 F
T

n
T

n xxxxx ),,,0()),,,(( 1121 −= LLσ  
 
  则 σker =                       ， σIm 的维数为          ．  
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7．设 A是一个 6 阶矩阵，其特征多项式为 ，若42 )1()2()( −+= xxxf A的极小多 
 

项式为  ，2)1)(2()( −+= xxxmA A的 Jordan 标准形有        种可能形式， 
 
 
 
 
它们是                                      ． 

 
 
二．解答题（第 8 题 20 分，其余每题 15 分，合计 65 分） 
 
8．设 和 是1W 2W 4R 的两个子空间，  
     { }02),,,( 42143211 =−+= xxxxxxxW T  

    ),( 212 ααLW = ，其中 ， ． T)1,0,1,1(1 −=α T)3,2,0,1(2 =α
 求 及21 WW + 21 WW ∩ 的基与维数．  
  
9．求矩阵 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

2000
200

0021
0002

a
A  

的 Jordan 标准形 ，并求可逆矩阵 ，使得 ． J P JAPP =−1

 
10．令σ 是线性空间V 上的线性变换，且满足 ，证明 σσ =2

    (1) { }V∈−= ξξσξσ )(ker ； 
    (2) σσ Imker ⊕=V ； 
    (3) 如果τ 是V 的一个线性变换，那么 σker 和 σIm 都是τ 的不变子空间的充

分必要条件是 τσστ = ． 
 
11．已知欧氏空间V 的一个标准正交基是 nααα ,,, 21 L ，令 nnαααα +++= L210 2 ，

  V∈∀α ，定义变换 
         00 ),)( ααααασ （k+=  
  其中 k 为非零常数， 

(1) 证明σ 是V 上的线性变换； 
(2) 求σ 在标准正交基 nααα ,,, 21 L 下的矩阵； 

(3) 证明σ 是正交变换的充分必要条件是 222 21
2

n
k

+++
−=

L
． 
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2003(�) �	�
� (2) �
 (B �)

����� R Æ����� C Æ�����

�������
 (48 �).

1.  f(x) = x4 + 2x3 − x2 − 4x − 2, g(x) = x4 + x3 − x2 − 2x − 2, �
!" 1 #�$%�& (f(x), g(x)) = ; '� u(x) =

, v(x) = ( u(x)f(x)+v(x)g(x)
= (f(x), g(x)).

2.  W1 = {
( a 0 c

a 0 0
0 b d

)
|a, b, c, d ∈ R}, W2 = {

( x 0 0
0 0 0
0 y z

)
|x, y, z ∈

R}, � dimR(W1 ∩ W2) = ; dimR(W1 + W2) = ;
dimRW⊥

1 = .

3.  W = L(
( 3

1
0

)
,
( 0

2
0

)
) ) R3 �*+

( 3
1
0

)
,
( 0

2
0

)
,-#�./0�

W⊥ = .

4. 	12M2(Z)(Z 3
�1)�4�5678∼:9:A, B ∈ M2(Z), A ∼
B ⇐⇒ detA ≡ detB(mod2). �;<M2(Z)=-#56>)

,!� (
5 4
2 −1

)

?� 56>�

5. 5.  ε1, ε2, ε3 )@A*+./ (V, F,+, ·) #B
CDEFGH σ 	

ε1, ε2, ε3 I#JÆ3
( 2 1 3

−2 1 −2
2 −1 2

)
, � σ 	C η1 = 3ε1 − ε2 − ε3, η2 =

ε2 + ε3, η3 = 2ε3 I#JÆ3 = ; dimF Kerσ =

1



; �K Im(σ) #B
C .

6. L��MNOPQ�./ C3 #B
C α1 = ((1, 0, 1 + i)T , α2 =
(0, 1, 0)T , α3 = (i, 1, 1)T N3R��MC γ1 , γ2, γ3

. C3 �#ST	C γ1, γ2, γ3 I#ÆU&3
.

7.  α, β )VW./ V �X*+D (α,α) = 1, (β, β) = 4, (α, β) = 2. �
dimRL(α, β) = ; Y*+ γ � α Z�D[ γ � β Z�\]^

.

�_���`ab�c
 (d 52 �).

8.  W1,W2 =e)�8�Of
 x1 + x2 + · · · + xn = 0 � x1 = x2 =
· · · = xn #g./0��� W2 = W⊥

1 0

9. :4JÆ A =
( 0 3 3

−1 8 6
2 −14 −10

)
0h A #YiR�j J Dklm

JÆ P D( P−1AP = J 0

10.  Fn[x] )�� F no�p� n #qr&stqr&u
-#*
+./0v�w φ : Fn[x] → Fn[x], f(x) 	→ f(0)x 0[ φ )x)EFGH
y��z�{]h Ker(φ) #B
CkA�0

11.  α1, α2, · · ·αt; β1, β2, · · · , βt )VW./ V #X|EF}7
�
���~	 V #�MGH σ ( σ(αi) = βi,∀i i'�i (αi, αj) =
(βi, βj),∀i, j 0
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5.|�\� 2 �Xa 2009 K 6 � 15 O
B =f� �� qI� r+�
�b� 30 #�E? 5 #�7�
m��W=�?%
��
1. S f(x) = x5 + 2x4 − x + 1, g(x) = x2 − x + 2, v g(x) Æ f(x) �QUe (x3 + 3x2 + x − 5). �zUe (−8x + 11). �
2. S A =







0 −
√
−2 −1

1 9 4
0 −1 1 +

√
−1






, �L	�F`� Hermite �(��y 





0 1 0√
−2 9 −1
−1 4 1 −

√
−1






,

3. S f(x) = x4 − x3 + x2 − 4x + 3, g(x) = x2 − x, � f(x) - g(x) �Ys�Æ�'u��y x − 1 �
4. v Schmidt �80! 7 α1 = (1, 2, 1, 0)T , α2 = (1, 1, 1, 0)T , α3 =

(0, 0, 1, 2)T 0e�8kC

((1, 2, 1, 0)T , (1

3
,−1

3
, 1

3
, 0)T , (−1

2
, 0, 1

2
, 2)T �

5. *[;� A(x) =







3x sinx cosx

ex + 1 6 −5x
x−2 8 sin2x






��[e 





3 cosx −sinx

ex 0 −5
−2x−3 0 2cos2x






�



6^b}�Hb
6. � 10 #�S F Vs&[~�Mgp�1

T : Fn −→ Fn

(a1, a2, · · · , an)T 7→ (0, a1, · · · , an−1)
T�,{j�

KerT = {(0, 0, · · · , 0, a)T | a ∈ F}, ImT = {(0, a1, a2, · · · , an−1)
T |

a1, · · · , an−1 ∈ F}.

7. � 20 #�S A =







3 −1 0
3 0 −1
2 −1 1






, M>J;� P T P−1AP eP�� (Jordan) 
�n�

P =







1 1 1
1 2 1
1 1 0






, P−1 =







1 −1 1
−1 1 0
1 0 −1






, J =







2 0 0
0 1 1
0 0 1






,

8. � 14 #�S f(x), g(x) V[~ F R�B&"D��iU��G4/
M = {u(x)f(x) + v(x)g(x) | u(x), v(x) ∈ F [x]}
��[Æ���iUV f(x) - g(x) �Æ�'uU�S h(x) V M 
�[Æ��s&�iU� d(x) = (f(x), g(x)) =

u1(x)f(x) + v1(x)g(x). w�zÆ �
d(x) = q(x)h(x) + r(x)L
 r(x) = 0 2 degr(x) < degh(x). � r(x) ∈ M , u� r(x) = 0.

d(x) �N�Æ M 
��iU�_t
h(x) = cd(x), c ∈ F ∗



.
9. � 16 #�S n :$;� A - B <xhd�3l�iU m(x),

degm(x) = n ��G A { B h℄��S λ V A s&`���� A � Jordan 
�o
�	xs&Zy
λ � Jordan A�

10.� 10 #��G	xs&`����)�1s�V�C�1��);�V>t�90��


