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12
A 的特征多项式为 f(λ) = (λ− 1)(λ− 2)2

由定理 7.6 系 6 知，A 可以分解为幂零矩阵和相似于对角矩阵的两个矩阵

之和：A = D +N

相应地, A = D + N

A− I =


2 1 −1

2 1 −1

2 2 −1

，故 Ker(A− I) =span


1

0

2


(A− 2I)2 =


1 −1 0

0 0 0

2 −2 0

，故 Ker(A− 2I) =span(


1

1

0

 ,


0

0

1

)

故 D =


1 1 0

0 1 0

2 0 1



1 0 0

0 2 0

0 0 2



1 1 0

0 1 0

2 0 1


−1

=


1 2 0

0 2 0

2 0 2


N = A−D =


2 0 −1

2 0 −1

4 0 −2


15
T 2(B) = A(AB − BA)− (AB − BA)A = A2B − 2ABA+BA2
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T 3(B) = A(A2B − 2ABA+BA2)− (A2B − 2ABA+BA2)A =

A3B − 3A2BA+ 3ABA2 − BA3

可见，随着 T 作用的次数增加，T n(B) 中 A 的最低次数上升
由于 A 是幂零矩阵，终存在 n 使得 T n(B) 中最低次数的为 Ak 且 Ak = O

故 T 为幂零变换

16
0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 ,


0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


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证明. ∀x ∈ W ⊂ V , 根据直和的定义有 x =

s∑
i=1

xi, xi ∈ Wi，即

x ∈ (W1 ∩W )⊕ · · · ⊕ (Ws ∩W )

故 W ⊆ (W1 ∩W )⊕ · · · ⊕ (Ws ∩W )

而 ∀x ∈ (W1 ∩W )⊕ · · · ⊕ (Ws ∩W )，可设 x =
s∑

i=1

xi, xi ∈ Wi ∩W，显然仍

有 x ∈ W

故 W ⊇ (W1 ∩W )⊕ · · · ⊕ (Ws ∩W )

故 W = (W1 ∩W )⊕ · · · ⊕ (Ws ∩W )
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证明. 设 A 的方阵表示为 A

取对角线上元素互不相同的对角矩阵 B，则 AB = BA

则 eT
i ABej = eT

i BAej

故 bjjaij = biiaij

而 bii ̸= bjj

故 aij = 0, ∀i ̸= j
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即 A 为对角矩阵

若 A 的对角线不全相等，不妨设 a11 ̸= a22

由于 A 和任意可对角化的矩阵可交换，我们可取可对角化的矩阵 B，且令
b12 ̸= 0

对于 AB 中，第一行第二列的元素为 b12a11，而 BA 中，第一行第二列的

元素为 b12a22

则有 b12a11 ̸= b12a22，和 AB = BA 矛盾

故 A 的对角线元素全相等，即 A 为纯量变换

19
证明. 对于 1 维任意多两两可交换的线性变换，显然可以同时化为上三角
形

不妨设 n− 1 维及更低维度的任意多两两可换的线性变换能在同一组基下

化为上三角形

考虑 n 维任意多两两可换的线性变换，不妨设它们为 A1, A2, ..., Ak

若 Ar(r ∈ [1, k]) 均有所有的特征值相等，由 22 题可知它们的根空间都正
好是 Cn，自然有共同的特征向量

否则，取特征值不全相同的 A1, 考虑 A1 的一个特征子空间 Vλ，取其一组

基 (α1,α2, ...,αm)

∀i ∈ [2, k], ∀j ∈ [1,m], 易知 A1Aiαj = AiA1αj = λAiαj，故 Vλ 也是 Ai 的

不变子空间

故 ∃ 系数矩阵 Bi, s.t.Ai(α1,α2, ...,αm) = (α1,α2, ...,αm)Bi

则 AiAj(α1,α2, ...,αm) = Ai(α1,α2, ...,αm)Bj = (α1,α2, ...,αm)BiBj

AjAi(α1,α2, ...,αm) = Aj(α1,α2, ...,αm)Bi = (α1,α2, ...,αm)BjBi

故 Bi 之间也是两两可换的 (B1 =diag(λ, λ, ..., λ))
由于 m < n, 由归纳假设可知 Bi 之间可同时上三角化，因此可以找出相同

的特征向量，不妨设其为 β

∀i ∈ [2, k]，考虑 (α1,α2, ...,αm)β，显然其为 A1 的特征向量，且有

Ai(α1,α2, ...,αm)β = (α1,α2, ...,αm)Biβ = λi(α1,α2, ...,αm)β, ∀i ∈ [2, k]

故其为 A1, A2, ..., Ak 共同的特征向量，设其为 x，并将其扩充为一组基
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(x,∗) = X

则 X−1AiX = X−1Ai(x,∗) = X−1(λix,∗) = (λie1,∗) =
[
λi ∗
0 Ai(n−1)

]
易知 Ai(n−1) 之间仍然两两可换，故由归纳假设可知 Ai(n−1) 之间可同时上

三角化：Ai(n−1) = X−1
n−1Li(n−1)Xn−1

则 Ai = X

[
1

Xn−1

][
λi ∗
0 Li(n−1)

][
1

Xn−1

]−1

X−1

可见，A1, A2, ..., Ak 之间可同时上三角化

命题得证
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证明. 任取 k 个属于不同特征子空间的特征向量，并设

k∑
i=1

aivi = 0

则 A
k∑

i=1

aivi =
k∑

i=1

aiAvi =
k∑

i=1

aiλivi = 0

不断重复此步骤，直到
k∑

i=1

aiλ
k−1
i vi

因此有
[
a1v1 · · · akvk

]

1 λ1 · · · λk−1

1

1 λ2 · · · λk−1
1

... ... ... ...
1 λk · · · λk−1

k

 = O

后面为范德蒙行列式, 由于特征值两两不同，其行列式不为 0
故

[
a1v1 · · · akvk

]
= O

而特征向量均不为 0，故 ai = 0, i ∈ [1, k]

故属于不同特征值的根向量线性无关
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(1)

f(λ) = λ2(λ− 1)
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KerA =span(


−1

−1

0

 ,


1

2

3

)

Ker(A− I) =span(


1

1

1

)
(2)

f(λ) = (λ+ 1)2(λ− 3)

Ker(A+ I) =span(


−1

−1

0

 ,


1

2

1

)

Ker(A− 3I) =span(


1

2

2

)
(3)

f(λ) = (λ+ 1)3

Ker(A+ I) = R3

(4)

f(λ) = λ+ 12(λ− 2)2

KerA = span(


1

0

0

0

 ,


0

1

0

1

)

Ker(A− 2I) =span(


1

0

1

0

 ,


1

0

0

1

)
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证明. 充分性：设 f(λ) = (λ− a)n，由空间准素分解定理知

Cn = Ker(A− aI)n，即复线性空间完全由 A 的根向量组成

必要性：设 Cn 完全由 A 的根向量组成

若 A 含有两个不同的特征值 λ1, λ2, 分别取对应的特征向量 x1,x2，考虑

x = x1 + x2

20 题中已证，所有特征子空间之间线性独立，故 x 必不属于任何一个特征

子空间，这样一来即存在某个复线性空间中的向量不为 A 的根向量，矛盾

故所有特征值均相等

综上, 复线性空间完全由线性变换 A 的根向量组成当且仅当 A 的所有特

征值均相等
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