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25
证明. 设 f(x) = c0 + c1x+ c2x

2 + ...+ xn−1，题中所说的基为

[α1,α2, ...,αn]

则在该基下 A 的方阵表示为 A =


0 · · · 0 −c0

1 · · · 0 −c1
... . . . ... ...
0 · · · 1 −cn−1


则有 αi = A αi−1(i ∈ [2, n]), 故 αi = A i−1α1, i ∈ [1, n]

故 ∀x ∈ V, ∃a1, a2, ..., an ∈ F ,s.t.x =
n∑

i=1

aiαi =
n∑

i=1

aiA i−1α1 = g(A )α1

故 V = F [A ]α1

A nα1 = A (A n−1α1) = A αn =
n∑

i=1

−ci−1αi =
n∑

i=1

−ci−1A i−1α1

即 f(λ)α1 = 0

则 f(λ)αi = f(A )A i−1α1 = A n−1f(A )α1 = 0

故 f(λ) 是一个 A 的一个零化多项式

若存在一个次数小于 n 的首一零化多项式 g(λ) =
k∑

i=0

biλ
i, 则 g(A )α1 = 0

则有 A kα1 = −
k−1∑
i=0

biA iα1 = −
k−1∑
i=0

biαi+1 = αk+1(k ∈ [2, n]) 与题设矛盾

故 f(λ) 为最小多项式

28
证明. 若 α 不是 A 的特征向量，则 A α 和 α 线性无关
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故
[
α A α

]
是 F 2 的一组基，即 F 2 = F [A ]α, F 2 为循环空间

而对于非纯量变换 A ,A − λI ̸= O, ∀λ ∈ F

故 dim(Ker(A − λI )) < 2, 总能找到 x ∈ F 2,s.t.x 不为 A 的特征向量

故对于非纯量变换,F 2 总是循环空间

29
可知 (A− 3I)(A+ 2I) = O，故最小多项式 m(λ) = (λ− 3)(λ+ 2)，由循环

分解定理知 R3 = F [A ]α1 ⊕ F [A ]α2(两个空间的最小多项式分别为
(λ− 3) 和 (λ− 3)(λ+ 2))
故没有循环向量
3
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
可求得 det




1 3 9

−1 −3 −9

3 −6 12


 = 0

故


1

−1

3

 生成的循环子空间为 span




1

−1

3

 ,


3

−3

−6



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Aα =


1

−1

0

 , A2α =


1− i

−3

−1

 , A3α1 =


1− 4i

2i− 7

−4


det

([
α Aα A2α

])
= 1 且 A3α = (2 + 2i)α− (2i+ 5)Aα+ 4A2α

故 α 的最小零化子为 m(λ) = λ3 − 4λ2 + (2i+ 5)λ− 2(i+ 1)

Aβ =


1

0

i

 = β

故 α 的最小零化子为 m(λ) = λ− 1
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证明. 不妨设 A 2 的循环向量为 α

则 ∀x ∈ F n, ∃f(λ),s.t.f(A 2)α = x

令 g(A ) = f(A 2)，则 ∀x ∈ F n, ∃g(λ),s.t.g(A )α = x

故 α 也是 A 的循环向量

反过来不对

证明. 考虑 A =

[
1

−1

]
, A2 = I 显然 A 有循环变量而 A2 没有, 对应的线

性变换有对应结论

32
对于可对角化的方阵，其最小多项式为 m(λ) =

k∏
i=1

(λ− λi)

若 A 有循环向量，则 m(λ) = f(λ)(f(λ) 为特征多项式)
故 deg(m(λ)) =deg(f(λ))，即 k = n

故 A 有 n 个互异的特征值

33
证明. 取 A 的一个循环向量 α

因为 Bα ∈ V，故有 Bα =
n−1∑
i=0

aiA iα = p(A )α

由于 A B = BA , 易知 A kB = BA k, 故

BA kα = A kBα = A kp(A )α = p(A )A kα

故 (B − p(A ))A kα = 0

而 α,A α, ...,A n−1α 线性独立

故 dim(Ker(B − P (A )) = n

故 B = p(A ) 命题得证
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证明. A2 = A

[
0

1

]
= O

故 F [A ]α1 = {a0α1|a0 ∈ F}，维数为 1
自然 F 2 ̸= F [A ]α1

设 α2 =

[
x

y

]
̸= 0

若 x = 0, 则 α2 ∥ α1，α2 = F [A ]α2 ∩ F [A ]α1

若 x ̸= 0，则 Aα2 =

[
0

x

]
∥ α1,A α2 = F [A ]α2 ∩ F [A ]α1

故 ∀α2 ̸= 0, F [A ]α2 ∩ F [A ]α1 ̸= 0

37
证明. ∀y ∈ fV, ∃x = x1 + x2 + ...+ xn(xi ∈ Vi, i ∈ [1, s])s.t.y = f(A )x

故 y = f(A )
n∑

i=1

xi =
n∑

i=1

f(A )xi

因此 fV = fV1 + fV2 + ...+ fVs

下面再证此和为直和：

设 v ∈ fVi ∩ fVj, i ̸= j

由于 v ∈ fVi，有 v = f(A )v1,v1 ∈ Vi

而又有 v ∈ fVj，则 v1 ∈ Vj

故 v1 = 0

故 v = 0

故 fV = fV1 ⊕ fV2 ⊕ ...⊕ fVs

38
证明. 令 p(λ) = (m(λ), f(λ))

若 q(λ) 为 fα 的零化多项式，即 q(λ)f(λ)α = 0，则知 q(λ)f(λ) 为 α 的

零化多项式
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因此 q(λ)f(λ) 中必含因子 m(λ)

故 q(λ) 最小为 m(λ)
p(λ)

同理可知 fβ 的最小多项式也为 m(λ)
p(λ)
，命题得证

39
求出特征多项式 f(λ) = (λ− 1)3

由于 A ̸= O ∧ A2 = O 可知 A 的最小多项式为 m(λ) = (λ− 1)2

因此对 A 进行循环分解，有 m1 = m = (λ− 1)2,m2 = λ− 1

故 α2 应为特征向量，相应地，α1 不为特征向量

因此可取 α1 =


1

0

0

 ,α2 =


2

1

0


42
对 A 进行循环分解，得 A = P−1diag(C(m1), C(m2), ..., C(ms))P

由于 A 的特征值仅有实数，故 mi 均为实多项式, C(mi) 也均为实矩阵

故 A 相似于实矩阵 diag(C(m1), C(m2), ..., C(ms))

47
证明. 必要性：
若 V 中每个非零向量均为循环向量，且 A 的特征多项式在 F 上可约

由于最小多项式和特征多项式的因式相同，则可设最小多项式

m(λ) =
s∏

i=1

pi(λ)
ri , pi(λ) 均不可约

根据空间准素分解定理知，A ≃diag(P1, P2, ..., Ps)，其中 Pi 的最小多项式

为 pi(λ)
ri

又根据循环分解定理，可知 Pi ≃ diag(Ci1, Ci2, ..., Cisi)

取 C11 的循环向量 α，由于 C11 是 V 的真子空间，α 不是 V 的循环向量，

与题设矛盾

故必要性得证
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充分性：

若 A 的特征多项式 f(λ) 在 F 上不可约，易知最小多项式 m(λ) = f(λ)

故 ∀x ∈ F n，有 m(λ)x = 0

同时任意次数比 m(λ) 低的多项式 p(λ)，由于

Ker(m)∩Ker(p) =Ker((m, p)) =Ker(1) = {0}
故 p(λ)x = 0

即 ∀x ∈ F n,m(λ) 均为其最小多项式，由循环向量的定义知

deg(F [A ]x) = n

故 F [A ]x = F n

故充分性得证
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