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51
设 β =

m∑
k=1

ckαk

则 ∀i ∈ [1,m],β ·αi = ciα
2
i

故 ci =
⟨αi,β⟩
∥αi∥2

故 β =
m∑
k=1

⟨αk,β⟩
∥αk∥2

αk

52

T =

[
1 − ab+cd

a2+c2

0 1

]

55
将 α1, ...αm 扩展为酉空间 V 的一组正交基 α1, ...αm,αm+1, ...,αn

同理第 51 题可知，β =
n∑

k=1

⟨αk,β⟩
∥αk∥2

αk

故 ‖β‖2 =
n∑

k=1

|⟨αk,β⟩|2
∥αk∥2

≥
m∑
k=1

|⟨αk,β⟩|2
∥αk∥2

等号成立当且仅当
n∑

k=m+1

|⟨αk,β⟩|2
∥αk∥2

= 0

当且仅当 β =
m∑
k=1

⟨αk,β⟩
∥αk∥2

αk
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56
设 εij 为第 i 行第 j 列为 1，其余位置为 0 的 n2 维方阵

则易知 ε11, ε22, ..., εnn 为对角方阵所张成的空间 W 的一组正交基

故知其正交补 W⊥ = V −M =span{εij} , i 6= j

即为所有对角线上均为 0 的方阵所形成的空间

58
证明. 充分性：若 M 为酉方阵，则

∀A ∈ Mn(C)‖MA‖ =tr(A∗M∗MA) = tr(A∗A)，TM 保距，因而为酉变换

必要性：若 TM 为酉变换，则 ∀A ∈ Mn(C)‖MA‖ = ‖A‖，即
tr(A∗M∗MA) =tr(M∗MAA∗) =tr(AA∗)

设 εij 为第 i 行第 j 列为 1，其余位置为 0 的 n2 维方阵

令 A 取遍 ε11 到 εnn，可知 (M∗M)ij =

{
1, i = j

0, i 6= j

即 M∗M = I

故 M 为酉方阵

60
∀A,B ∈ Mn(C), 〈MA,B〉 =tr

(
AT MTB

)
=

⟨
A,MTB

⟩
故 TM 的伴随变换 T ∗

M 为 B 7→ MTB

64

A 的方阵表示为

[
1 i

−2 −1

]
, 故 A ∗ 的方阵表示为

[
1 −2

−i −1

]

故 A ∗

[
x1

x2

]
为

[
x1 − 2x2

−ix1 − x2

]

2



66
〈P−1AP,B〉 =tr

(
P T AT P−TB

)
=tr

(
AT P−TBP T

)
=

⟨
A,P−TBP T

⟩
故 T ∗

p 为 B 7→ P−TBP T
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