
信号处理作业及答案

Shi Zheng

December 20, 2016

1 Homework 5

project 5.1. 已知f(t) = e
−t2
2 ，为得到离散样值,可选合适的抽样脉冲序列p(t),得到抽

样信号fs(t)即fs(t) = f(t) · p(t)

a : 求信号f(t)的FT

b : 现不妨设抽样脉冲序列p(t) = δ(t − 1) + δ(t − 2) + δ(t − 3)，试求抽样信

号fs(t)的FT

c : 分别画出信号f(t)的频谱图与抽样信号fs(t)的频谱图

answer :

a:

F (ω) =

∫ +∞

−∞
e

−t2
2 e−jωt dt (1)

= e−
ω2

2

∫ +∞

−∞
e

−t+jw2

2 dt (2)

= e−
ω2

2 ·
√

2 ·
√
π (3)

=
√

2πe−
ω2

2 (4)
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b: 由，fs(t) = f(t) · p(t):

Fs(ω) =
1

2π
F (ω) ∗ Fp(ω) (5)

=
1

2π

√
2πe−

ω2

2 ∗
∫ +∞

−∞

3∑
i=1

e−jωi (6)

=
1

2π

√
2π ∗

3∑
i=1

e−jωi (7)

=
1

2π
·
∫ +∞

−∞

3∑
i=1

√
2πe−

s2

2 · e−j(ω−s)i ds (8)

=
1

2π
·

3∑
i=1

√
2πe−jωi−

i2

2 ·
√

2π (9)

= e−jω−
1
2 + e−2jω−2 + e−3jω−

9
2 (10)

c: 如图所示：

Figure 1:
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project 5.2. 现有连续频谱函数F (ω) =
√

2πe−
ω2

2 ，为得到离散样值，可选合适的抽样

脉冲序列P (ω)，得到抽样后的频谱函数Fs(ω)，即Fs(ω) = F (ω) · P (ω)

a : 现不妨取抽样脉冲序列P (ω) = δ(ω − 2π) + δ(ω − 4π) + δ(ω − 6π)，试求频域

抽样所恢复出的信号，即求频谱函数Fs(t)的IFT

b : 画出a中所得到的信号fs(t)的图像

answer :

a:

Fs(ω) =
√

2π[e−2π
2

δ(ω − 2π) + e−8π
2

δ(ω − 4π) + e−18π
2

δ(ω − 6π)] (11)

fs(t) =
1√
2π

(e−2π
2+2πjt + e−8π

2+4πjt + e−18π
2+6πjt) (12)

b: 如图所示：

Figure 2:
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2 Homework 6

project 6.1. 已知f(t)的频谱函数为F (ω)，试证明：

T ·
∞∑

k=−∞

f(kT ) =
∞∑

k=−∞

F (nω0) (13)

其中,ω0 = 2π/T

answer : 设原信号采样后得到的信号为fs(t)，采样周期为T，则采样信号的频谱为

Fs(ω) = F [fs(t)] = F [f(t) · p(t)] =
1

2π
F (ω)× P (ω) =

1

T

∞∑
k=∞

Fω − nωn (14)

对采样后的信号fs(t)求DTFT得到

Fs(ω) = DTFT [fs(t)] =
∞∑

k=∞

f(kT )e−jkωT (15)

两等式左边都是Fs(ω),因此右边也相当

∞∑
k=∞

f(kT )e−jkωT =
1

T

∞∑
n=∞

F (ω − nω0) (16)

将ω = 0代入得:

∞∑
k=∞

f(kT ) =
1

T

∞∑
n=∞

F (−nω0) =
1

T

∞∑
n=∞

F (nω0) (17)

既有

T ·
∞∑

k=∞

f(kT ) =
∞∑

n=∞

F (nω0) (18)

故原结论成立

project 6.2. 已知x(n)的DTFT为X(ω)，试求下列各序列的DTFT:

(a) : x(n) ∗ x∗(−n)

(b) : x(2n+ 1)

(c) : x(n)− x(n− 2)
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(d) : x(n) ∗ x(n− 1)

answer :

a:

DTFT [x(n) ∗ x∗(−n)] = DTFT [x(n)] ·DTFT [X ∗ (−n)] = X(ω) ·X ∗ (ω) = |X(ω)|2(19)

b:

DTFT [x(n)] =
+∞∑

n=−∞

x(n)e−jωn = X(ω) (20)

DTFT [x(2n)] =
+∞∑

n=−∞

x(2n)e−jωn =
1

2

+∞∑
m=−∞

[x(m) + (−1)mx(m)]e−jω
m
2 (21)

=
1

2
= [

+∞∑
m=−∞

x(m)e−j
ω
2
m +

+∞∑
m=−∞

x(m)ejπme−j
ω
2
m] (22)

=
1

2
[X(

ω

2
) +X(

ω

2
− π)] (23)

DTFT [x(2n+ 1)] = e−jω(−1)DTFT [x(2n)] =
1

2
ejω[X(

ω

2
) +X(

ω

2
− π)] (24)

c:

DTFT [x(n)− x(n− 2)] = DTFT [x(n)]−DTFT [x(n− 2)] = X(ω)− e−j2ω ·X(ω)(25)

= (1− e−j2ω)X(ω) (26)

d:

DTFT [x(n) ∗ x(n− 1)] = DTFT [x(n)] ·DTFT [x(n− 1)] = X(ω) · e−jω ·X(ω)(27)

= e−jω ·X2(ω) (28)

project 6.3. 证明：若X(ω)是x(n)的DTFT，则

y(n) =

 x(n/L), n = 0,±L,±2L, ...

0, others
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的DTFT为Y (ω) = X(Lω)

answer :

DTFT [y(n)] = Y (ω) =
∞∑

n=∞

y(n)e−jnω (29)

由y(n)的表达式可知，当且仅当n = kL(k ∈ Z)时，y(n) = x(n/L)，因此

Y (ω) =
∞∑

k=∞

y(kL)e−jkωL =
∞∑

k=∞

x(
kL

L
)e−jkωL =

∞∑
k=∞

x(k)e−jlωL = X(Lω) (30)

原结论成立

project 6.4. 求x(n) = {1, 2, 3, 4}的4点DFT和8点DFT

answer : 已知x(n) = {1, 2, 3, 4}，由DFT公式可知：

DFT [x(n)] = X(k) =
3∑

n=0

x(n)W nk
N =

4∑
n=1

n · e−j
2πnk
N , k = 0, 1, · · ·, N − 1 (31)

当N等于4时，x(n)的4点DFT为

X4(k) =
4∑

n=1

n · e−j
2πnk

2 , k = 0, 1, 2, 3 (32)

当N等于8时，x(n)的n点DFT为

X8(k) =
4∑

n=1

n · e−j
2πnk

4 , k = 0, 1, 2, · · ··, 7 (33)

project 6.5. 设周期信号f(t)的复数FS谱系数为Fn，在满足抽样定理要求的条件下,对

其进行抽样。一个抽样周期可以采的N个采样值，试求此N点有限长序列的N点DFT变

换结果与Fn的关系

answer : 由于f(t)为周期信号，因此f(t)课展开为FS，即f(t) =
∑∞

n=0 Fne
jnθ0t，设原

信号周期为T，令θ0 = 2πf，可得

f(t) =
∞∑
n=0

Fne
j 2nπ
T
t =

∞∑
k=0

Fke
j 2kπ
T
t (34)
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因此采样定理被满足，因此原信号存在频率上限，故∃km ∈ N，使得∀k > km, Fk = 0，

上式可改写为：

f(t) =
km∑
k=0

Fke
j 2kπ
T
t (35)

设信号f(t)一个周期内的采样序列为x(n)，其中n = 0, 1, 2, ···, N−1，若x(n)的N点DFT为DFT [x(n)] =

X(k)，则

x(t) = x̃(n) = IDFT [X(k)] =
1

N

N−1∑
k=0

X(k)ej
2nkπ
N (36)

x(n)为均匀采样，因此x(n) = f(nT
N

)，代入上式得：

f(
nT

N
) =

1

N

N−1∑
k=0

X(k)ej
2nkπ
N =

N−1∑
k=0

X(k)

N
ej

2nkπ
N (37)

做变量替换t = nT
N
可得：

f(t) =
N−1∑
k=0

X(k)

N
ej

2kπ
N
t, t =

nT

N
, n = 0, 1, 2, · · ·, N − 1 (38)

因为采样过程满足采样定理，因此上式唯一确定了原信号f(t)的形式

f(t) =
N−1∑
k=0

X(k)

N
ej

2kπ
N
t, t =

nT

N
, t ∈ R (39)

对比系数，则有

km = N − 1, Fk =
X(k)

N
, k = 0, 1, 2, · · ·, N − 1 (40)

可得最终原信号DFT结果与FS系数的关系为

X(k) = NFk, k = 0, 1, · · ·, N − 1 (41)

project 6.6. 设信号x(t)的理想抽样值序列为x(n)，数目(长度)为L，将这L个元素

每N个分为一组，其中，N ≤ L = rN +s，r ≥ 1, s ∈ [0...N)，不足部分补零，得到R组
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抽样值序列分别为：

xm(x) = x(mN + n), n = 0, 1, · · ·, N − 1,m = 0, 1, · · ·, r − 1 (42)

将上述各组序列按如下方式相加，得到一个N点有限长序列

x̃m(n) =
r−1∑
m=0

xm(n) =
r−1∑
m=0

x(mN + n), n = 0, 1, · · ·, N − 1 (43)

设ωk = k2π/N，则试证明下列等式成立：

N−1∑
n=0

x̃m(n)e−jnωk =
L−1∑
n=0

xm(n)e−jnωk , n = 0, 1, · · ·, N − 1 (44)

answer : 在N ≤ L = rN + s, r ≥ 1, s ∈ [0, N)，不足补零的情况下，只有s = 0时序列

才会被分为r组抽样值序列，其余情况为r + 1组，下面的过程默认按照r + 1组处理，如

果s = 0，则视为添加一组全零序列，等是左边推到过程如下：

N−1∑
n=0

x̃(n)e−jnωk =
N−1∑
n=0

x̃(n)e−j
2nkπ
N =

N−1∑
n=0

[
r∑

m=0

x(mN + n)]e−j
2nkπ
N (45)

=
N−1∑
n=0

r∑
m=0

x(mN + n)e−j
2nkπ
N (46)

=
N−1∑
n=0

r∑
m=0

x(mN + n)e−j
2(mN+n)kπ

N (47)

=
N−1∑
n=0

r∑
m=0

x(mN + n)e−j(mN+n)ωk (48)

设经过补零以后的新序列长度为L = (r + 1)，则上式化为

N−1∑
n=0

r∑
m=0

x(mN + n)e−j(mN+n)ωk =
L−1∑
n=0

x(n)e−jnωk (49)

最终

N−1∑
n=0

x̃(n)e−jnωk =
L−1∑
n=0

x(n)e−jnωk , k = 0, 1, 2, · · ·, N − 1 (50)

project 6.7. 设有限长序列x(n)的长度为N，它的的N点DFT结果为X(k)，这里N是偶
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数。序列g(n)是x(n)中下表为偶数的的元素组成的子序列，h(n)是x(n)中下标为奇数的

元素组成的子序列，它们的长度是N
2

,各自对应的N
2
点DFT结果分别为G(k)和H(k)。试

根据DFT的公式计算(定义证明)：

X(k) = G(k) +W k
NH(k), k = 0, 1, · · ·, N

2
− 1 (51)

answer : 由DFT的计算公式可得

X(k) =
N−1∑
n=0

x(n)e−jnωk =

N
2
−1∑

m=0

x(2m)e−j2mωk +

N
2
−1∑

m=0

x(2m+ 1)e−j(2m+1)ωk (52)

=

N
2
−1∑

m=0

g(m)e−j2mωk + e−jωk ·
N
2
−1∑

m=0

h(m)e−j2mωk (53)

设ω̃k = 2ωk，则ω̃k = 4kπ
N

= 2kπ
N
2

，对应N
2
点DFT的情形，则

X(k) =

N
2
−1∑

m=0

g(m)e−jmω̃k + e−jωk ·
N
2
−1∑

m=0

h(m)e−jmω̃k = G(k) + e−jωkH(k) (54)

= G(k) +W k
NH(k), k = 0, 1, · · ·, N

2
− 1 (55)

故原结论成立

3 Homework 7

project 7.1. 设有某个用于信号频谱分析的记录仪，能以万分之一秒的采样频率对信

号进行采样，如果要求频谱分析是，频谱分辨率不大于10Hz，至少要记录多少时间的

信号采样？输入信号的最高频率是多少？

answer : 由题意可知：

fs = 10000Hz,∆f ≤ 10Hz (56)

L ≥ fs
∆f

= 1000 (57)
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t =
L

fs
= 0.1s (58)

f ≤ fs
2

= 5000Hz (59)

project 7.2. 对于一个频率为5kHz的正弦信号进行采样， 采样频率为40kHz，共踩

得128点数据：

(a) : 为得到这128点数据，要花多长时间？

(b) : 如果对这128点数据进行128点的DFT，则在所得的频谱图中，哪些下表K处

会有局部峰值出现？

answer :

a:

t =
L

fs
= 3.2ms (60)

b:

x(n) = sin(
2nπ

N
) (61)

数字频率为ω0 = 5kHz
40kHz

· 2π = 4
π
，对于正弦波，频谱在π

4
与7π

4
两处有冲击信号，由频域

卷积定理以及Sa函数的性质，局部峰值即在冲激函数位置，即π
4
与7π

4
两处，对应的小标

为

k1 =
π
4

2π
· 128 = 16, k2 =

7π
4

2π
· 128 = 112 (62)

project 7.3. 以10kHz为采样频率，采得某信号10ms的数据。已知该信号含有3个正弦

谐波分量，它们的采样频率满足f1 < f2 < f3，其中f1=1kHz，f3=2kHz。如果要从采

样数据的DFT频谱图中区分处这三个分量的的谱峰，则谐波分量频率f2的最大最小值

分别多少？

answer : 由题意可知：

L = 10kHz · 10ms = 100 (63)
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∆ω =
2π

L
=

2π

100
(64)

对应

∆f = ∆ω · fs
2π

= 100Hz (65)

因此

fmin = 1100Hz, fmax = 1900Hz (66)

project 7.4. 设有限长序列x(n)的取值范围为0 ∼ N − 1，长度N为偶数，若该序列

的N点DFT为X(k)，试用X(k)表示下列各序列的DFT。

(a) : 将x(n)以N为周期进行周期延拓，然后对0 ∼ MN − 1点组成的有限长序列求

其MN点DFT。

(b) : 将x(n)按如下方式进行时域扩展，得到MN点新序列y(n)，求其MN点DFT。

X(k) = G(k) +W k
NH(k), k = 0, 1, · · ·, N

2
− 1 (67)

y(n) =

 x( n
M

), n
M
∈ Z

0, n
M
6∈ Z

answer :

a:

DFT [x(n)] = Ax, Xk =
N−1∑
n=0

W kn
N xn (68)

X ′k =
MN−1∑
n=0

W kn
MNx

′n =
M−1∑
m=0

N−1∑
n=0

W
k(mN+n)
MN x′n = (

N−1∑
m=0

W km
M )(

N−1∑
n=0

W
k n
M

N xn) (69)

= (
N−1∑
m=0

e−j·2πm
k
M )(

N−1∑
n=0

W
k n
M

N xn) (70)

=

 0, k
M
6∈ Z

Mx k
M
, k

M
∈ Z

(71)
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b:

y(n) =

 x( n
M

), n
M
6∈ Z

0, n
M
∈ Z

(72)

Yk =
MN−1∑
n=0

W kn
MNyn =

N−1∑
n=0

W kMn
MN ynM =

N−1∑
n=0

W kn
N xn (73)

由于WN = e−j
2π
N，则有

W kn
N = W

(k mod N)n
N , Yk = X(k mod N) (74)

c:

y(n) =

 x(n), 0 ≤ n ≤ N − 1

0, N ≤ n ≤ NM − 1
(75)

Yk =
MN−1∑
n=0

W kn
MNyn =

N−1∑
n=0

W kn
MNxn =

N−1∑
n=0

W
n k
M

N xn = x k
M
,
k

M
∈ Z (76)

由于原先只有x(n)的DFT，我们没有非采样点上的信息，因而对于 k
M
6∈ Z的情况

下，Yk是不可解的，即有：

Yk =

 x k
M
, k

M
∈ Z

Not known, k
M
6∈ Z

(77)

(78)
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