
数值分析 实验1-2  
计52 路橙 2015010137

实验1 误差  

实验要求  

实验题目  

已知 ，令 ，则 构成逼近 的数列。根据交错级数和

截断误差的知识，有估计式 。

记 ，若取 ，试用单精度float计算 ，问 何值时能满足精度要求？理论上的 值与实

际计算的 值是否存在不同？为什么？（令 的准确值为0.693147190546）

初始数据  

，

 

算法描述  

伪代码  

直接计算的方法  

 

即当 与 之差的绝对值大于 时，不断增加 的项数，直到绝对误差小于给定的 ，则得到的 为第一个满足要求
的 。（但误差较大，因为单次计算可能出现误差累积的偶然性）。

提高精度的计算方法  

伪代码描述主要算法如下：

 

n <- 0
x <- 0
while |x - ln2| < epsilon:
    n++
    x += (-1)^(n-1) / n

n <- 0
x <- 0
is_precise[0, 1, 2, 3, 4] <- false
while is_precise[] are not all true :
    n++
    x += (-1)^(n-1) / n

    if |x - ln2| > epsilon then:
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即当 与 之差的绝对值大于 时，不断增加 的项数，直到连续5次计算的绝对误差小于 。这主要是考虑到单次
计算可能有误差，需要保证精度在连续5次计算都收敛到对应精度才可以一定程度上确保计算的准确性。

程序编写时的主要问题  

实验时要求使用float计算 ，但float只能精确表示6到7位的精确有效数字，实验中给的初始数据  的有效数字
共12位，这无法用float精确表示。

因此，为了满足要求及尽可能地提高精度，我采用如下方法：

1. 计算 时使用float计算，即通过如下方法计算 ：

 

由此得到的 是用float存储并进行中间计算的，满足了题目要求。

2. 在判断绝对误差时，为了利用 的准确值的精度，进行如下处理：

 

利用double可以准确存储12位有效数字精度的 。由于 为float，在while循环的判断时会被隐式类型转换
为double，从而利用了 的12位精度，计算的结果也更精确。

程序清单说明  

实验1在 1.cpp 下。使用的是标准c++库函数，直接编译即可运行。

其中 compute_float_x() 为 作为float存储并计算， compute_float_x_precisely 为 作为float存储计算并且要求
连续5次计算的绝对误差都满足要求才输出， compute_double_x() 为 作为double类型存储并计算（用于比较，并
不是实验要求）。

        is_precise[0, 1, 2, 3, 4] <- false
    else:
        if is_precise[4] then break
        else if is_precise[3] then
            is_precise[4] <- true
        else if is_precise[2] then
            is_precise[3] <- true
        else if is_precise[1] then
            is_precise[2] <- true
        else if is_precise[0] then
            is_precise[1] <- true
        else is_precise[0] <- true
n <- n - 6 // 因为一共涉及了6次连续的判断，故开头的第一个n即为满足要求的结果。

float x = 0;
...
x += (float)pow(-1, n - 1) / (float)n;

double ln2 = 0.693147190546;
double epsilon = 5e-5;
...
while (abs(x - ln2) > epsilon)
{
    ...
}
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运行结果与分析  

1. 程序运行结果：

用float存储：当 的绝对误差小于给定 时则输出，这样得到的 ；当要求连续5次绝对误差都
小于给定 时，得到的 ；

用double存储：当 的绝对误差小于给定 时则输出，这样得到的 ；当要求连续5次绝对误差
都小于给定 时，得到的 ；

2. 理论计算：由于 ，为了保证误差的绝对值小于 ，一个充分条件是满足 ，故需要保

证 。

3. 对结果的分析：

理论计算得到的 大于实际程序运行的结果，这是因为理论计算估计的上界并不精确，得到的 也只是一
个充分条件，一定大于实际的 。
同样的算法， 用float与用double存储得到的结果有一定的差距，这是因为float的有效数字只有7位，
不断计算加法的过程中随着数字变化的值越来越小，舍入误差越来越明显，导致 较大时舍入误差逐渐
增大，且有误差累积现象。但double类型的变量的有效位数可以满足 的12位有效位数，从而计算的
结果很精确。
连续5次绝对误差都小于 时才返回，这样的算法一定程度上提高了计算的精度，即保证所得的 的值受
误差累积的影响较小，在范围内收敛保证了得到的 一定满足要求。但由于float的浮点误差的舍入造成
的数据波动，很难给出在某个确定的值之后 与 的绝对误差永远小于 ，但double类型可以满足在

之后 与 的绝对误差都小于 ，这也进一步说明，float类型的浮点误差的积累会导致数据不
断出现由于舍入造成的波动，序列的收敛性较差，但double类型在这样的精度上远远优于float类型，得
到的序列波动小很多。

体会与展望  

本次实验我较好地分析了float、double类型的精度导致的误差积累，以及体会到了实际计算与理论分析的不同。
今后在编程的时候需要注意，对于精度要求较高的计算，一定要使用double类型，以减少误差积累造成的不利影
响。

 

实验2 插值法  

实验要求  

实验题目  

对  作等距划分 ， ， ，并对 Runge 给出的函数  作

Lagrange 插值何三次样条插值，观察 Runge 现象并思考改进策略。

1. 分别取  作 Lagrange 代数插值  与 。
2. 分别取  作第一类边界条件的三次样条插值  与 。
3. 给出  与 、 、 、  在区间  的函数图像，观察其不同。
4. 考察上述两种插值函数在  处的误差，并作分析和思考。

初始数据  
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给定区间[-5, 5]上插值节点为 ， ，

给定函数为

 

算法描述  

Lagrange插值  

给定 个节点 ，要求构造一个 次插值多项式，满足 ， ，则称
为拉格朗日插值多项式。

拉格朗日插值多项式的公式为：

其中 为节点 上的 次插值基函数，它满足条件

其计算公式为：

因此，只需要计算出基函数，即可得到拉格朗日插值多项式。

第一类（一阶）边界条件的三次样条插值  

第一类边界条件的三次样条插值公式为：

若 ，则插值公式为：

其中 ，而 的计算方法为如下线性方程的解：

其中，

af://n3433
af://n3434
af://n3448


从而可通过使用”追赶法“求解上述方程。算法描述如下：

接 着 可 以 通 过 如 下 递 推 得 到

至此，即可解得所需的三次样条插值函数。

 

程序清单说明  

在 2.cpp 中包括了本次实验的代码，具体描述为：

f() 和 df() 函数为题目所给函数及其导数。

n_difference() 用递归的方法计算所给序列根据 f() 的 阶差分。

Lagrange() 函数用于计算拉格朗日插值。

Spline() 函数用于计算三次样条插值，其依赖的函数为：

get_mu() 计算所有的 的值。
get_lambda() 计算所有的 的值。
get_d() 计算所有的 的值。
solve_tridiagonal_matrix() 通过追赶法求解出所有的 。
find_interval() 找出输入 属于插值节点的哪个区间，从而代入该区间的三次样条插值公式。
get_S() 根据以上算出的参数得出最终的三次样条插值函数在 处的值。

运行结果与分析  

对于给定的 ，运行 Spline(10, x) 、 Spline(20, x) 、 Lagrange(10, x) 、 Lagrange(20, x) 即可得
出各个插值公式的结果。

1. 拉格朗日插值公式的结果如下：
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2. 对于三次样条插值公式，这里给出 和 的对应取值：

而对于 ：

参数 数值

0.0251116

-0.0478097

0.175776

-0.6224

2.52353

-4.08529

2.52353

-0.6224

0.175776

-0.0478097

0.0251116

时：

时：



参数 数值

0.000498448

0.00105866

0.000810192

0.00460371

-0.0039774

0.0397226

-0.0954124

0.489738

-1.37984

7.65474

-13.4274

7.65474

-1.37984

0.489738

-0.0954124

0.0397226

-0.0039774

0.00460371

0.000810192

0.00105866

0.000498448

插值函数公式  

插值函数图像  

绘制以上4个函数的图像如下：
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函数 函数值 绝对误差

0.002705 0

5.15132 5.14862

-1080.74 1080.74

0.003098 0.000393

0.002704 0.000001

可以看到，拉格朗日插值在 时误差已经极大，不能用于插值估计，而三次样条插值可以较好地估计函数的
值，可以作为函数的近似。

误差分析  

在 处，各个函数的函数值以及绝对误差为：

可以看出，拉格朗日插值在 较大时可观察到Runge现象，即随着 的增大，误差也相应地增大，这是由于 越大时
拉格朗日插值的多项式次数也越大，在 较大时更快地趋于无穷大，因此误差会相应地增大。

而对于三次样条插值，随着 的增大，误差也会相应地减小，从而可以更好地近似原函数。
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体会与展望  

本次实验我手动实现了拉格朗日插值和三次样条插值，对算法的理解更深入了，也掌握了“追赶法”的算法，感觉十
分有收获。此外，通过实验的观察，也明显地可以体会到两种插值方法的不同，优劣也高下立判。
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