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1.1

求的半径为 R，球的体积公式为 V = f(R) = 4
3πR3，因此球体积

的误差限为

ε(V∗) = f(R∗)− f(R) = |f′(R)|ε(R∗) = 4π(R∗)2ε(R∗)

所以其余体积的相对误差限为

εr =

∣∣∣∣ε(V∗)

V∗

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣4π(R∗)2ε(R∗)

4
3π(R∗)3

∣∣∣∣∣ = 3

∣∣∣∣ε(R∗)

R∗

∣∣∣∣ = 3εr(R∗) = 1%

因此

εr(R∗) =
1

3
× 1% ≈ 0.0033
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1.2

1) 绝对误差:
sin(x + h)− sin(x) ≈ sin′(x)(x + h − x) = h cos(x)
(or 2 cos(x + h

2) sin(h
2))

2) 相对误差: ϵ = sin(x+h)−sin(x)
sin(x) = h cos(x)

sin(x) = h
tan(x)

3) 条件数: cond =
∣∣∣ x sin′(x)

sin(x)

∣∣∣ = ∣∣∣ x cos(x)
sin(x)

∣∣∣ = ∣∣∣ x
tan(x)

∣∣∣
4) 当 x = kπ, k ̸= 0 的时候，这个问题高度敏感
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1.4

Y100 = Y99 −
1

100

√
783 = · · · = Y0 −

√
783

由
√
783 ≈ 27.982，则

|e(Y∗
100)| = |Y∗

100 − Y100| = |
√
783− 27.982| ≤ 1

2
× 10−3

因此，计算 Y100 的误差限为
1
2 × 10−3
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1.6

1) ε(y10) = 1
2 × 10−2 × 1010 = 5× 107，考虑到准确值

y10 ≈ 1010，这个算法相对误差没有放大，因此是稳定的

2) 该过程等价于 y10 = 1010x − 1111111111 = f(x)，
cond ≈ |xf′(x)/f(x)| = |1010x/y10| ≈ 1，稳定
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1.3

本题计算部分理解成 4 位精度系统或者保留到 4 位都认为
正确

两个结论：1、有效位数越多，计算精度越高；2、两个相差
不大的数相减产生抵消，造成精度损失
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1.8

针对 x 扰动，条件数

cond =

∣∣∣∣∣∣
f(x+∆x,y)−f(x,y)

f(x,y)
(x+∆x,y)−(x,y)

(x,y)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

∆x
x−y

|x+∆x|−|x|
|x|+|y|

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ |x|+ |y|
x − y

∣∣∣∣ = 1

ε

加减法运算本身对扰动不明感，但是参与运算时的数据如果发生
抵消现象，条件数也会变得很大
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1.9(1)

x = ±(d0 +
d1
β

+
d2
β2

+ · · ·+ dp−1

βp−1
)βE

x ≤ (β − 1 +
β − 1

β
+ · · ·+ β − 1

βp−1
)βE

= (β − 1)
1− 1

βp

1− 1
β

βE

= βU+1(1− β−p)
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2.1

不妨设区间 [a, b] 为 [1.4, 1.55]，φ(x) = 1 + 1/x2, 则
∀x ∈ [1.4, 1.55]，有 1.4 ≤ φ(x) ≤ 1.55，此时有两种算法：

|φ(x)− φ(y)| =
∣∣∣ 1

x2 − 1
y2

∣∣∣ = (
1

xy2 + 1
x2y

)
|x − y| ≤

2
1.43

|x − y| ≈ 0.73|x − y|，利用李普希兹系数 L = 0.73，该迭
代公式收敛

φ′(x) =
∣∣−2

x3
∣∣ < 1，因此局部收敛

冯栩

第一次习题课 8 / 20



第一次作业 第二次作业 第三次作业 第四次作业

2.3

由题意可知，f(x) 为单调递增函数，因此 f(x) = 0 只存在唯一的
根 x∗，以及 x0 使得 f(x0) < 0。
设迭代函数为 φ(x) = x − λf(x)，则 φ′(x) = 1− λf′(x)，由于
λ > 0，同时 0 < m ≤ f′(x) ≤ M, 故

1− λM < φ′(x) < 1− λm

而 0 < λ < 2/M，因此

|φ′(x)| ≤ max|1− λM|, |1− λm| < 1

综上，迭代过程收敛于 x∗
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2.5

首先带入 xk+1 = xk =
√

a，等式两边相等。

φ(x) = x(x2 + 3a)
3x2 + a

φ′(x) = 3(x2 − a)2
(3x2 + a)2

φ′′(x) = 48ax(x2 − a)
(3x2 + a)3

φ′′′(x) = −48a(9x4 − 18ax2 + a2)
(3x2 + a)4

故 φ′(x) = φ′′(x) = 0，φ′′′(x) = 3/2a ̸= 0，因此，该迭代公式是
计算

√
(a) 的三阶方法
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2.5

对 xk+1 = φ(xk) 作 Taylor 展开

xk+1 − x∗ = φ(xk)− φ(x∗)

= φ′(x∗)(xk − x∗) + φ′′(x∗)(xk − x∗)2
2!

+ φ′′′(ξk)
(xk − x∗)3

3!

ξk 在 xk 和 x∗ 之间，因此 limk→∞
xk+1−x∗
(xk−x∗)3 = 1

3!φ
′′′(x∗)，因此

lim
k→∞

√
a − xk+1

(
√

a − xk)3
=

1

3!

3

2a =
1

4a
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2.4

设 f(x) = x3 − a，则 f′(x) = 3x2。所以，求立方根 3
√

a 的 Newton
迭代公式为

xk+1 = xk −
f(xk)

f′(xk)
= xk −

x3k − a
3x2k

=
2

3
xk +

a
3x2k

易知 f(x) 有单根 x∗，f′(x) = 3x2，f′′(x) = 6x，在 x∗ 附近有连续
的二阶导数，根据定理 2.8，该解序列至少是局部二阶收敛的。
注意：当 a = 0 时有

lim
xk→x∗

xk+1 − x∗
(xk − x∗)2 =

1
3
√

a = ∞

因此此时为一阶局部收敛
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2.6

φ′(x) = f(x)f′′(x)
[f′(x)]2

φ′′(x) = [f′(x)f′′(x) + f(x)f′′′(x)]f′(x)− 2f(x)[f′′(x)]2
[f′(x)]3

带入 x = x∗，f(x∗) = 0 即可
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2.9

1) xk+1 =
2x3k+1

3x2k−3
，x1 ≈ 1.889，x2 ≈ 1.879

2) xk+1 = xk −
x3k−3xk−1

(x3k−3xk−1)−(x3k−1−3xk−1−1)
(xk − xk−1)，

x2 ≈ 1.881，x3 ≈ 1.879，不是平行弦
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3.2

不妨设 max1≤i≤n |xi| = |xk|, (1 ≤ k ≤ n)，即 |xk| ≥ |xi|，则

||x||∞ = |xk| ≤ ||x||1 =
n∑

i=1

|xi| ≤
n∑

i=1

|xk| = n||x||∞
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3.3

正定性: 因为 ||Px|| 为向量范数，所以 ||Px|| ≥ 0，并且
||Px|| = 0 当且仅当 Px = 0；由于 P 非奇异，因此当
Px = 0 时当且仅当 x = 0。

对 ∀α ∈ R

||αx||p = ||P(αx)|| = ||αPx|| = |α| ||Px|| = |α| ||x||p

三角不等式:

||x + y||p = ||Px + Py|| ≤ ||Px||+ ||Py|| = ||x||p + ||y||p
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3.5

cond(A)2 =

√
λmax(ATA)

λmin(ATA)
=

√
λmax(I)
λmin(I)

= 1
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3.8

(1) 根据矩阵 A 的正定性带入 ei(第 i 个元素为 1 其余为 0 的向
量) 即可
(2) 根据高斯消去过程[

1 0
α/a11 I

] [
a11 αT

α A22

]
=

[
a11 αT

0 A22 − ααT/a11

]
由 A2 = A22 − ααT/a11 易知其对称性。对于任意
x ∈ Rn−1,x ̸= 0，做向量 x̂ = (x1,x)，有

x̂TAx̂ = a11x21 + 2x2αTx + xTA22x
= xT(A2 + ααT/a11)x + a11x21 + 2x1αTx
= xTA2x + a11(x1 + xTα/a11)2 > 0

取 x1 = −xTα/a11，则 A2 正定性得证。综上，A2 对称正定。
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3.14

从右向左，避免矩阵之间的乘法。遇到求逆时应使用部分主元的
LU 分解法。

y1 = C−1b + Ab
y2 = 2(Ay1) + y1

x = B−1y2
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3.15

一个非奇异矩阵 A 能够分解为 LU 的充要条件是：A 的各阶顺
序主子式 Ai 的秩与 A 的前 i 列秩相同。
如果矩阵 A 能够分解为 LU，那么存在唯一的 LU 分解的充要条
件是，A 的前 n − 1 个顺序主子式不为 0。
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