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第五章8题
Problem
用Householder变换将下述矩阵进⾏正交三角化，写出计算步骤，
包括Householder变换对应的𝒗向量以及结果𝑹矩阵。

𝑨 =
4 0 0
4 5 5
2 5 5

𝜎* = 6, 𝒗𝟏 = 𝒂𝟏 + 𝜎*𝒆𝟏 =
10
4
2

,𝑯𝟏𝒂𝟏 = 𝒂𝟏 − 2
𝒗𝟏𝑻𝒂𝟏
𝒗𝟏𝑻𝒗𝟏

𝒗𝟏 =
−6
0
0

𝑨5 = 𝑯𝟏𝑨 =
−6 −5 −5
0 3 3
0 4 4

𝜎7 = 5, 𝒗𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝜎7𝒆𝟐 =
0
8
4
,𝑯𝟐𝒂𝟐 = 𝒂𝟐 − 2

𝒗𝟐𝑻𝒂𝟐
𝒗𝟐𝑻𝒗𝟐

𝒗𝟐 =
−5
−5
0

𝑹 = 𝑯𝟐 𝑯𝟏𝑨 =
−6 −5 −5
0 −5 −5
0 0 0 2
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第五章16题
Problem
双向对称阵(persymmetric matrix)是⼀种关于正对角线和反对角线
都对称的矩阵，⼀些通信理论问题的解涉及双向对称阵的特征值
和特征向量，下面的4×4双向对称阵就是⼀个例⼦：

𝑨 =

2 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 2

（1）用圆盘定理证明，若𝜆是矩阵𝑨的最小特征值，则 𝜆 − 4 =
𝜌(𝑨 − 4𝑰).
（2）计算矩阵𝑨 − 4𝑰的所有特征值与谱半径，并根据它们求𝑨的
最小特征值以及对应的特征向量。
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第五章16题
Solution
(1)

先对𝑨（ 𝑨为实对称阵）应用圆盘定理：
𝐷A, 𝐷*: 𝜆 − 2 ≤ 1
𝐷D, 𝐷7: 𝜆 − 2 ≤ 2

再对𝑨 − 4𝑰 （ 𝑨 − 𝟒𝑰为实对称阵）用圆盘定理：
𝐷A, 𝐷*: 𝜆 + 2 ≤ 1
𝐷D, 𝐷7: 𝜆 + 2 ≤ 2

所以𝜆F ∈ 0,4 , 𝜆FHAI ∈ −4,0
𝑨与𝑨 − 4𝑰特征值相差𝟒

𝜌 𝑨 − 4𝑰 = max 𝑥 x是𝑨 − 𝟒𝑰的特征值
= max −𝑥 𝑥是𝑨 − 𝟒𝑰的特征值 = −𝑚𝑖𝑛 𝑥 𝑥 + 4是𝑨的特征值
= − 𝜆 − 4 = 𝜆 − 4

(2,0)(-2,0) (4,0)

(-4,0)
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第五章16题
Solution
(2)

直接求解矩阵𝑨 − 𝟒𝑰的特征值即可：
𝜆𝑰 − (𝑨 − 𝟒𝑰) = 0

求解得到所有的特征值为：

𝜆 =
−5 − 5

2
,
−5 + 5

2
,
−3 + 5

2
,
−3 − 5

2

𝜌 𝑨 − 4𝑰 =
−5 − 5

2 =
5 + 5
2

设𝑨的最小特征值为𝜆，由（1）的结论，可以得到
4 − 𝜆 = 𝜌 𝑨 − 4𝑰

解得𝜆 = DH Q
7
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第五章16题
Solution

𝜆 =
3 − 5
2

按照𝑨𝑥 = 𝜆𝑥求解，即：
（𝑨 − 𝜆𝑰）𝑥 = 0

5 + 1
2 −1 0 0

−1
5 + 1
2 −1 0

0 −1
5 + 1
2 −1

0 0 −1
5 + 1
2

𝒙 = 0

解得对应𝜆 = DH Q
7

的⼀个特征向量为𝒙 =
5 − 1
2
2
5 − 1 9
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第六章8题
Problem
改变定义域为[0,1]，再利用勒让德多项式求𝑓(𝑡)的三次最佳逼近
多项式

Solution
先求对应的勒让德多项式，作代换：

𝑠 =
𝑎 + 𝑏
2 +

𝑏 − 𝑎
2 𝑡 =

1
2 (𝑡 + 1)

𝑡 = 2𝑠 − 1
则有𝑄 [ 𝑠 = 𝑃 [ 2𝑠 − 1 = 1, 𝑄 * 𝑠 = 𝑃 * 2𝑠 − 1 = 2𝑠 − 1,

𝑄 7 𝑠 = 𝑃 7 2𝑠 − 1 = 6𝑠7 − 6𝑠 + 1,
𝑄 D 𝑠 = 𝑃 D 2𝑠 − 1 = 20𝑠D − 30𝑠7 + 12𝑠 − 1
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第六章8题
Solution
继⽽再求对应的系数

𝑎[ =
< 𝑓 𝑠 , 𝑄[(𝑠) >
< 𝑄[ 𝑠 , 𝑄[(𝑠) >

=
2
𝜋

𝑎* =
< 𝑓 𝑠 , 𝑄*(𝑠) >
< 𝑄* 𝑠 , 𝑄*(𝑠) >

=
24 − 6𝜋
𝜋7

𝑎7 =
< 𝑓 𝑠 , 𝑄7(𝑠) >
< 𝑄7 𝑠 , 𝑄7(𝑠) >

=
10𝜋7 + 120𝜋 − 480

𝜋D

𝑎D =
< 𝑓 𝑠 , 𝑄D(𝑠) >
< 𝑄D 𝑠 , 𝑄D(𝑠) >

=
−14𝜋D + 336𝜋7 + 3360𝜋 − 13440

𝜋A

最后可以得到：
𝑆D(𝑠)∗ = 𝑎[𝑄 [ 𝑠 + 𝑎*𝑄 * 𝑠 + 𝑎7𝑄 7 𝑠 + 𝑎D𝑄 D 𝑠

18



第六章9题

19



第六章9题

20



第六章9题

21



第六章11题

22



第六章11题

23



第六章11题
Problem
再使用算法6.3（矩阵的QR分解求解最小⼆乘）求解
Solution
对𝑨作HouseHolder变换，𝜎* = 2 2，𝒗𝟏 = 𝒂𝟏 + 𝜎*𝒆𝟏 =
2 2 + 1 1 1 1 1 1 1 1 b

𝑯𝟏𝑨 = −
11 2
2 −2 +

2
2 −1 +

2
2

2
2

2
2

2
2 1 +

2
2 2 +

2
2

−2 2 0 0 0 0 0 0 0

b

再求得𝜎7 = −D c
7
， 𝒗𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝜎7𝒆𝟐 =

0 −2 + 7
7
− D c

7
−1 + 7

7
7
7

7
7

7
7

1 + 7
7

2 + 7
7

b

得到

𝑹 = 𝑯𝟐 𝑯𝟏𝑨 = −
11 2
2

3 6
2 0 0 0 0 0 0

−2 2 0 0 0 0 0 0 0

b
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第六章11题
Solution
有𝑸𝑻 = 𝑯𝟐𝑯𝟏，对𝒇依次用𝒗𝟏, 𝒗𝟐做HouseHolder变换，得到f𝒇 =

𝑄b𝑓 = −Ag 7
A

cQ c
Dc

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
b

其中𝒃 = f𝒇 1: 2 =
−Ag 7

A
cQ c
Dc

,𝑹𝟏 = 𝑹[1: 2, : ]

最后求解

−2 2 −
11 2
2

0
3 6
2

𝒙 =
−
47 2
4

65 6
36

得𝒙 = 2.5648 1.2037 b

所求函数为𝑓 𝑡 = 2.5648 + 1.2037𝑡
25
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第六章12题
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第六章13题

29



第六章13题
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第六章13题
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第六章15题

在−4 ≤ 𝑥 ≤ 4上给出𝑓 𝑥 = 𝑒l的等距节点函数表，若用⼆次插值求𝑒l
的近似值，要使截断误差不超过10Hc，问使用函数表的步长ℎ应取多少？

解：
取三个点𝑥nH*，𝑥n，𝑥no* ∈ [−4, 4]并满⾜

𝑥n = 𝑥nH* + ℎ, 𝑥no* = 𝑥n + ℎ
则截断误差为

𝑅7 𝑥 =
1
3! 𝑓

555 𝜉 𝑥 − 𝑥nH* 𝑥 − 𝑥n 𝑥 − 𝑥no* , 𝜉 ∈ (𝑥nH*, 𝑥no*)
由于

𝑅7 𝑥 ≤
1
6 max
lstuvwvlsxu

𝑓555 𝜉 max
lstuvlvlsxu

𝑥 − 𝑥nH* 𝑥 − 𝑥n 𝑥 − 𝑥no*
且

max
lstuvwvlsxu

|𝑓555 𝜉 | = 𝑒A
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第六章15题

max
lstuvlvlsxu

𝑥 − 𝑥nH* 𝑥 − 𝑥n 𝑥 − 𝑥no*
设

𝑥 − 𝑥n = 𝑡×ℎ, (−1 ≤ 𝑡 ≤ 1)
则

𝑥 − 𝑥nH* 𝑥 − 𝑥n 𝑥 − 𝑥no* = 𝑡(𝑡 − 1)(𝑡 + 1)ℎD
对𝑓 𝑡 = 𝑡(𝑡 − 1)(𝑡 + 1)求导，可知当𝑓5 𝑡 = 3𝑡7 − 1 = 0时取
得最⼤值。
比较端点和导数为零的点，可得

max
H*vzv*

𝑓 𝑡 = 𝑓
3
3 =

2 3
9

所以|𝑅7 𝑥 | ≤
D
7g
𝑒AℎD ≤ 10Hc，即ℎ ≤ 0.006585。
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第六章16题

若𝑓 𝑥 = 𝑎[ + 𝑎*𝑥 +⋯+ 𝑎}H*𝑥}H* + 𝑎}𝑥} = 0，有𝑛个不同的实
零点𝑥*, 𝑥7, … , 𝑥}，证明：

�
��*

}
𝑥��

𝑓5(𝑥�)
= �

0, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 2
𝑎}H*, 𝑘 = 𝑛 − 1

证明：
𝑓(𝑥)可写为

𝑓 𝑥 = 𝑎} 𝑥 − 𝑥* 𝑥 − 𝑥7 … 𝑥 − 𝑥}
⟹ 𝑓5 𝑥� = 𝑎} 𝑥� − 𝑥* … 𝑥� − 𝑥�H* 𝑥� − 𝑥�o* … (𝑥� − 𝑥})

设𝑔 𝑥 = 𝑥�，则其𝑘阶差商可表示为：

𝑔 𝑥*, 𝑥7, … , 𝑥} =�
��*

}
𝑥��

𝑥� − 𝑥* … 𝑥� − 𝑥�H* 𝑥� − 𝑥�o* … (𝑥� − 𝑥})
定理6.8
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第六章16题

𝑔 𝑥*, … , 𝑥} =�
��*

}
𝑥��

𝑥� − 𝑥* … 𝑥� − 𝑥�H* 𝑥� − 𝑥�o* … (𝑥� − 𝑥})

⟹�
��*

}
𝑥��

𝑓5 𝑥�
=
1
𝑎}
𝑔 𝑥*, … , 𝑥} =

1
𝑎}
×
𝑔 }H* (𝜉)
𝑛 − 1 !

推论(6.63)

𝑓 𝑥[, … , 𝑥} =
𝑓(})(𝜉)
𝑛!

因此，
当0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 2时，𝑔 }H* 𝜉 = 0；
当𝑘 = 𝑛 − 1时，𝑔 }H* 𝜉 = n − 1 !
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第六章17题

𝑓 𝑥 = 𝑥g + 𝑥A + 3𝑥 + 1，求𝑓[2[, 2*, … , 2g]及𝑓[2[, 2*, … , 2�]。

解：
由于对于任意𝑥，𝑓 g 𝑥 = 7!且𝑓 � 𝑥 = 0

因此存在𝜉* ∈ (2[, 2g)、𝜉7 ∈ (2[, 2�)，使得

𝑓[2[, 2*, … , 2g] =
𝑓 g (𝜉*)
7! =

7!
7! = 1

𝑓[2[, 2*, … , 2�] =
𝑓 � (𝜉7)
8!

= 0
推论(6.63)
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第六章19题
证明两点三次埃尔米特差值余项是

𝑅D 𝑥 =
𝑓A 𝜉 𝑥 − 𝑥� 7 𝑥 − 𝑥�o* 7

4! , 𝜉 ∈ (𝑥�, 𝑥�o*)
并由此求出分段三次埃尔米特差值的误差限

解：
Hermite插值条件为

𝐻D 𝑥� = 𝑓 𝑥� 𝐻D 𝑥�o* = 𝑓 𝑥�o*
𝐻D5 𝑥� = 𝑓5 𝑥� 𝐻D5 𝑥�o* = 𝑓5(𝑥�o*)

设插值余项函数𝑅D 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 𝐻D(𝑥)，有
𝑅D 𝑥� = 0 𝑅D 𝑥�o* = 0
𝑅D5 𝑥� = 0 𝑅D5 𝑥�o* = 0

因此，𝑥�, 𝑥�o*是𝑅D(𝑥)的⼆重零点，从⽽可以把差值余项看
作与𝑥有关的待定函数，即设

𝑅D 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 𝐻D 𝑥 = 𝐾 𝑥 𝑥 − 𝑥� 7 𝑥 − 𝑥�o* 7

其中𝐾(𝑥)是与𝑥有关的待定函数，只要解出𝐾(𝑥)即可。 37



第六章19题

把𝑥看作是插值区间[𝑥�, 𝑥�o*]上的⼀个固定点，作函数
𝜑 𝑡 = 𝑓 𝑡 − 𝐻D 𝑡 − 𝐾(𝑥)(𝑡 − 𝑥�)7(𝑡 − 𝑥�o*)7

根据插值条件及余项定义，可知
𝜑 𝑥 = 𝜑 𝑥� = 𝜑 𝑥�o* = 0

𝜑5 𝑥� = 𝜑5 𝑥�o* = 0
在区间[𝑥�, 𝑥]和[𝑥, 𝑥�o*]上对𝜑(𝑡)应用Rolle定理，可知存在
𝜂* ∈ (𝑥�, 𝑥)及𝜂7 ∈ (𝑥, 𝑥�o*)，使得𝜑5 𝜂* = 𝜑5 𝜂7 = 0
在区间(𝑥�, 𝜂*)， 𝜂*, 𝜂7 ， 𝜂7, 𝑥�o* 上对𝜑5(𝑡)应用Rolle定理，
可知存在𝜂�* ∈ (𝑥�, 𝜂*)，𝜂*7 ∈ (𝜂*, 𝜂7)，𝜂7(�o*) ∈ (𝜂7, 𝑥�o*)，
使得𝜑55 𝜂�* = 𝜑55 𝜂*7 = 𝜑55 𝜂7(�o*) = 0
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第六章19题

在区间 𝜂�*, 𝜂*7 和 𝜂*7, 𝜂7(�o*) 上对𝜑55(𝑡)应用Rolle定理，
可知存在𝜂�*7 ∈ (𝜂�*, 𝜂*7)及𝜂*7(�o*) ∈ (𝜂*7, 𝜂7(�o*))，使得𝜑555 𝜂�*7 =
𝜑555 𝜂*7(�o*) = 0

最后，在区间 𝜂�*7, 𝜂*7(�o*) 上对𝜑555(𝑡)应用Rolle定理，可知存在𝜉 ∈
(𝜂�*7, 𝜂*7(�o*)) ⊂ (𝑥�, 𝑥�o*)，使得𝜑 A 𝜉 = 0。
由于

𝜑 A 𝑡 = 𝑓 A 𝑡 − 4!𝐾(𝑥)
所以

𝜑 A 𝜉 = 𝑓 A 𝜉 − 4!𝐾 𝑥 = 0
即

𝐾 𝑥 =
1
4!
𝑓 A (𝜉)
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第六章19题

最终
𝑅D 𝑥 = 𝐾 𝑥 𝑥 − 𝑥� 7 𝑥 − 𝑥�o* 7 =

1
4!
𝑓 A 𝜉 𝑥 − 𝑥� 7 𝑥 − 𝑥�o* 7

, 𝜉 ∈ (𝑥�, 𝑥�o*)
求误差限

max
l��l�l�xu

| 𝑥 − 𝑥� 7 𝑥 − 𝑥�o* 7| = max
l��l�l�xu

| 𝑥 − 𝑥� 𝑥 − 𝑥�o* |7

≤
𝑥�o* − 𝑥�

2

7 7

=
ℎA

16
因此

|𝑅D 𝑥 | ≤
1
384

ℎA max
��l��

|𝑓 A (𝜉)|

40



第六章20题

求⼀个次数不⾼于4次的多项式𝑃(𝑥)，使它满⾜𝑃 0 = 𝑃5 0 = 0，
𝑃 1 = 𝑃5 1 = 1，𝑃 2 = 1。

解：
设𝑓 𝑥 = 𝑎A𝑥A + 𝑎D𝑥D + 𝑎7𝑥7

则由已知条件可得

�
𝑎A + 𝑎D + 𝑎7 = 1

16𝑎A + 8𝑎D + 4𝑎7 = 1
4𝑎A + 3𝑎D + 2𝑎7 = 1

⟹

𝑎A =
1
4

𝑎D = −
3
2

𝑎7 =
9
4

因此，

𝑃 𝑥 =
1
4𝑥

A −
3
2𝑥

D +
9
4𝑥

7

41



第六章20题

求⼀个次数不⾼于4次的多项式𝑃(𝑥)，使它满⾜𝑃 0 = 𝑃5 0 = 0，
𝑃 1 = 𝑃5 1 = 1，𝑃 2 = 1。

解：
使用埃尔米特插值

42



第七章1题
Problem
确定下列求积公式中的积分系数或积分节点的待定值，使其代数
精度尽量⾼，并指明所构造的求积公式所具有的代数精度：

1 �
H7�

7�
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≈ 𝐴H*𝑓 −ℎ + 𝐴[𝑓 0 + 𝐴*𝑓 ℎ

2 �
H*

*
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≈ 𝑓 −1 + 2𝑓 𝑥* + 3𝑓 𝑥7 /3

Solution
按照精度的定义，确定⼀个求积公式的代数精度，只要验证公式
𝑓 𝑥 = 𝑥}何时不成立即可。

（1）将𝑓 𝑥 = 1, 𝑥, 𝑥7分别代⼊求积公式
4ℎ = 𝐴H* + 𝐴[ + 𝐴*)
0 = −2ℎ𝐴H* + 2ℎ 𝐴*
16
3
ℎD = ℎ7𝐴H* + ℎ7 𝐴*

43



第七章1题
Solution
解得

𝐴H* = 𝐴* =
8
3
ℎ 𝐴[ = −

4
3
ℎ

所以，原求积公式⾄少具有2次代数精度。

再将𝑓 𝑥 = 𝑥D代⼊求积公式
左边 = 0 =右边

再将𝑓 𝑥 = 𝑥A代⼊求积公式

左边 =
64
5 ℎQ ≠右边 =

16
3 ℎQ

所以，原求积公式的代数精度是3。
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第七章1题
Solution
（2）将𝑓 𝑥 = 1, 𝑥, 𝑥7分别代⼊求积公式

2 = 2
0 = −1 + 2𝑥* + 3𝑥7
2
3 = 1 + 2𝑥* + 3𝑥77

解，得

𝑥* =
1 − 6
5

≈ −0.289898

𝑥7 =
3 + 2 6
15 ≈ 0.526599

或
𝑥* =

1 + 6
5

≈ 0.689898

𝑥7 =
3 − 2 6
15 ≈ −0.126599

再将𝑓 𝑥 = 𝑥D代⼊求积公式，得
左边 = 0 ≠右边

所以，原求积公式具有2次代数精度。
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第七章2题
Problem
若积分节点𝑥�, 𝑘 = 0,⋯ , 𝑛给定，要求机械求积公式的积分系数，
使得求积公式⾄少具有n次代数精度，请根据定理7.1列出待求解的
线性⽅程组，并判断解的存在性和唯⼀性。
Solution
⽅程组：

�
�

�
1𝑑𝑥 = �

��[

}

𝐴�

�
�

�
𝑥𝑑𝑥 = �

��[

}

𝐴�𝑥�

⋮

�
�

�
𝑥}𝑑𝑥 = �

��[

}

𝐴�𝑥�}
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第七章2题
Solution
得到：

𝑥[[ 𝑥*[ ⋯ 𝑥}[

𝑥[* 𝑥** ⋯ 𝑥}*
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑥[} 𝑥*} ⋯ 𝑥}}

𝐴[
𝐴*
⋮
𝐴}

=

�
�

�
1𝑑𝑥

�
�

�
𝑥𝑑𝑥

⋮

�
�

�
𝑥}𝑑𝑥

系数矩阵为范德蒙德矩阵（6.4.2小节），由机械求积公式的定义
有积分节点𝑥n互不相等，故有系数矩阵是非奇艺矩阵，故解向量
存在且唯⼀。
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第七章4题
用辛普森公式求积分∫[

* 𝑒Hl𝑑𝑥并估计误差。

解：
辛普森公式(课本243页)为

𝑆 𝑓 =
𝑏 − 𝑎
6 𝑓 𝑎 + 4𝑓

𝑎 + 𝑏
2 + 𝑓 𝑏

因此有

𝑆 =
1 − 0
6

[𝑒H[ + 4𝑒H
*
7 + 𝑒H*] ≈ 0.6323337

课本246页7.21
误差

𝑅 𝑓 = | −
(𝑏 − 𝑎)Q

2880 𝑓 A (𝜂)| ≤
1

2880×𝑒
[ ≈ 0.0003472
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第七章6题
对积分∫[

* l
Aol�

𝑑𝑥 , 𝑛 = 8分别用复合梯形公式和复合辛普森公式计算
，其中𝑛表示计算中使用𝑛 + 1个区间等分点上的函数值，然后比较两种
⽅法计算结果的准确度:
解：

利用复合梯形公式，有ℎ = *
�
, 𝑥� =

*
�
𝑘 (𝑘 = 1,2, … .7)

因此

𝑇� =
ℎ
2 [𝑓 0 + 2�

��*

g

𝑓 𝑥� + 𝑓(1)] ≈ 0.1114024

利用复合辛普森公式，有ℎ = *
�
, 𝑥� =

*
�
𝑘 𝑘 = 1,2, … .7 , 𝑥�ou�

= *
�
𝑘 + *

*c

𝑆� =
ℎ
6
[𝑓 0 + 4�

��[

g

𝑓 𝑥
�o*7

+ 2�
��*

g

𝑓 𝑥� + 𝑓(1)] ≈ 0.1115718

因∫[
* l
Aol�

𝑑𝑥 =  } l�oA
7

+ 𝑐 |[* =
*
7
(𝑙𝑛5 − 𝑙𝑛4) ≈ 0.1115717757

因此复合辛普森公式计算精度更⾼。 49



第七章7题

若用复合梯形公式计算积分𝐼 = ∫[
* 𝑒l𝑑𝑥，问区间[0,1]应该分成多少等

分才能使截断误差不超过*
7
×10HQ？若改用复合辛普森公式，要达到同

样精度区间[0,1]应该分多少等分？

解：假设应为𝑛等分，则步长ℎ = *
}

复化梯形公式的积分余项是

𝑅} 𝑓 = −
𝑏 − 𝑎
12

ℎ7𝑓55(𝜂)
(课本247页)
此时

𝑅} 𝑓 = −
𝑏 − 𝑎
12 ℎ7𝑓55 𝜂 = −

𝑒¤

12𝑛7 =
𝑒¤

12𝑛7 ≤
1
2×10

HQ, 𝜂 ∈ (0,1)
因此

𝑛 ≥
𝑒
6×10

Q ≈ 212.8

所以应该⾄少分成213等分，⽅可满⾜题意。
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第七章7题

复化Simpson公式的积分余项是（课本248页）

𝑅} 𝑓 = −
𝑏 − 𝑎
2880

ℎA𝑓(A)(𝜂)
此时

𝑅} 𝑓 = −
𝑏 − 𝑎
2880 ℎ

A𝑓(A)(𝜂) = −
1

2880×
𝑒¤

𝑛7 ≤
1
2×10

HQ,
𝜂 ∈ (0,1)

因此

𝑛 ≥
¦ 𝑒
1440×10

Q ≈ 3.7

所以应该⾄少分成4等分，⽅可满⾜题意。
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第七章8题

如果𝑓55 𝑥 > 0，证明用梯形公式计算积分𝐼 = ∫�
� 𝑓 𝑥 𝑑𝑥所得结果比

准确值𝐼⼤，并说明其⼏何意义。

解：
若有𝑓55(𝑥) > 0，因梯形公式的余项为

𝑅b = 𝐼 𝑓 − 𝑇 𝑓 = −
𝑓55 𝜂
12 (𝑏 − 𝑎)D

(课本247页)
因(𝑏 − 𝑎)D> 0，故𝑅b < 0，即有𝐼(𝑓) < 𝑇(𝑓)。

⼏何意义为：𝑓55(𝑥) > 0，𝑓(𝑥)为下凸函数，曲线在梯形弦的下⽅
，故梯形面积⼤。
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第七章11题
用𝑛 = 1,2的⾼斯-勒让德公式分别计算积分

�
*

D
𝑒l𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥

1阶和2阶⾼斯勒让德求积公式为(261页表7-7)

�
H*

*
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑓 −0.5773503 + 𝑓 0.5773503

�
H*

*
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 0.3478548×𝑓 −0.8611363

+0.6521452×𝑓 −0.3399810
+0.6521452×𝑓 0.3399810 + 0.3478548×𝑓(0.8611363)

因为𝑥 ∈ 1,3 ,令𝑡 = 𝑥 − 2，则𝑡 ∈ [−1,1]，故

�
*

D
𝑒l𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 = �

H*

*
𝑒zo7 sin 𝑡 + 2 𝑑𝑡
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第七章11题

经过变换以后的本题求积结果为：
𝐺* = 𝑓 −0.5773503 + 𝑓 0.5773503 ≈ 11.1415

𝐺7 ≈ 10.9484
理论值：

1
2 𝑒l𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑒l𝑐𝑜𝑠𝑥 |*D = 10.9502
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第七章13题
假定ℎ = 0.2时用向前差分公式得到导数的近似值为−0.8333，在ℎ =

0.1时用向前差分公式得到导数的近似值为−0.9091，用理查森外推⽅法
求导数的更好的近似值。

假定ℎ = 0.2时向前差分公式导数近似值−0.8333， ℎ = 0.1时导数近
似值−0.9091，用理查森外推⽅法求导数可得到更好近似值。
向前差分公式的展开式为（课本265页）

𝐷« ℎ =
𝑓 𝑥 + ℎ − 𝑓(𝑥)

ℎ
= 𝑓5 𝑥 +

ℎ
2
𝑓55 𝑥 +

ℎ7

6
𝑓555 𝑥 …

𝐷«
ℎ
2 = 𝑓5 𝑥 +

ℎ
4 𝑓

55 𝑥 +
ℎ7

24 𝑓
555 𝑥 …
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第七章13题

由以上两式可得

𝑓5 𝑥 = 2𝐷«
ℎ
2
− 𝐷« ℎ + 𝑂(ℎ7)

𝐷«* ℎ = 2𝐷«
ℎ
2 − 𝐷«(ℎ)

更好的近似值为
𝐷«* 0.2 = 2× −0.9091 − −0.8333 = −0.9849

很多同学误用了中⼼差分公式的外推式：

𝑓5 𝑥 =
1
3 4𝐷­

ℎ
2 − 𝐷­ ℎ = −0.9344
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第八章2题
Problem
确定下列求积利用欧拉⽅法计算积分

�
[

l
𝑒z�𝑑𝑡

在点𝑥 = 0.5, 1, 1.5, 2的近似值。
Solution
按照精度的定义Euler计算公式为

𝑦}o* = 𝑦} + ℎ𝑓 𝑥}, 𝑦}
设𝑦 𝑥 = ∫[

l 𝑒z�𝑑𝑡，𝑦 0 = 0，则

𝑦5 = 𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑒l�

取步长ℎ = 0.5，则
𝑦}o* = 𝑦} + 0.5𝑒l¯

�

𝑦 0.5 ≈ 𝑦* = 0.50000 𝑦 1 ≈ 𝑦7 = 1.14201
𝑦 1.5 ≈ 𝑦D = 2.50115 𝑦 2 ≈ 𝑦A = 7.24502
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第八章3题
Problem
确定用梯形法解初值问题

�𝑦
5 + 𝑦 = 0，
𝑦 0 = 1。

证明其近似解为

𝑦} = (
2 − ℎ
2 + ℎ

)}，

并证明当ℎ → 0时，它收敛于原初值问题的准确解𝑦 = 𝑒Hl。
Solution
按照梯形法计算公式为

𝑦}o* = 𝑦} +
1
2
ℎ 𝑓 𝑥}, 𝑦} + 𝑓 𝑥}o*, 𝑦}o*

将𝑓 𝑥, 𝑦 = −𝑦代⼊上式，得

𝑦}o* = 𝑦} +
1
2ℎ −𝑦} − 𝑦}o*
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第八章3题
Solution
整理，得

𝑦}o* =
2 − ℎ
2 + ℎ

𝑦} = ⋯ = (
2 − ℎ
2 + ℎ

)}o*𝑦[
⽽𝑦[ = 1，所以近似解为

𝑦} = (
2 − ℎ
2 + ℎ)

}

𝑙𝑖𝑚
�→[

𝑦} = 𝑙𝑖𝑚
�→[

(
2 − ℎ
2 + ℎ)

} = 𝑙𝑖𝑚
�→[

(1 +
−2ℎ
2 + ℎ)

}

= 𝑙𝑖𝑚
�→[

(1 +
−2ℎ
2 + ℎ

)
7o�
H7�

H7l
7o�

= 𝑒Hl

得证！
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第八章4题
Problem
在向后欧拉法的计算中，⼀般需求解关于𝑦}o*的非线性⽅程（8.19
），若使用⽜顿法求解，试推导相应的递推计算公式。
Solution
向后欧拉法:

𝑦}o* = 𝑦} + ℎ}𝑓(𝑡}o*, 𝑦}o*)
令𝐺 𝑦 = 𝑦 − 𝑦} − ℎ}𝑓 𝑡}o*, 𝑦 ，有

𝐺5 𝑦 = 1 − ℎ}
𝜕𝑓 𝑡}o*, 𝑦

𝜕𝑦
令𝑦�为第𝑘轮迭代值，有⽜顿法可得：

𝑦�o* = 𝑦� −
𝑦� − 𝑦} − ℎ}𝑓 𝑡}o*, 𝑦�

1 − ℎ}
𝜕𝑓 𝑡}o*, 𝑦�

𝜕𝑦
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第八章8题
Problem
根据模型问题（8.7），验证4阶经典龙格-库塔公式（8.38）具有4
阶准确度，并推导其保持稳定时满⾜的不等式（8.41）。
Solution

�𝑦
5 = 𝜆𝑦，𝑡 ≥ 𝑡[
𝑦 𝑡[ = 𝑦[

应用于龙格-库塔公式：
𝐾* = 𝜆𝑦}

𝐾7 = 𝜆 𝑦} +
ℎ
2
𝐾* = 𝜆𝑦} + 𝜆7

ℎ
2
𝑦}

𝐾D = 𝜆 𝑦} +
ℎ
2𝐾7 = 𝜆𝑦} + 𝜆7

ℎ
2 𝑦} + 𝜆

D ℎ
7

4 𝑦}

𝐾A = 𝜆 𝑦} + ℎ𝐾D = 𝜆𝑦} + 𝜆7ℎ𝑦} + 𝜆D
ℎ7

2 𝑦} + 𝜆
A ℎ

D

4 𝑦}
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第八章8题
Solution
因此有

𝑦}o* = 𝑦} +
1
6
𝐾* + 2𝐾7 + 3𝐾D + 4𝐾A

= 𝑦} 1 + 𝜆ℎ +
(𝜆ℎ)7

2
+
(𝜆ℎ)D

6
+
(𝜆ℎ)A

24
基于𝑦} = 𝑦 𝑡} 的前提假设，有

𝑦}o* = 𝑦 𝑡} 1 + 𝜆ℎ +
(𝜆ℎ)7

2
+
(𝜆ℎ)D

6
+
(𝜆ℎ)A

24
𝑦 𝑡}o* 在𝑡}处泰勒展开：

𝑦 𝑡}o* = 𝑦 𝑡} 1 + 𝜆ℎ +
(𝜆ℎ)7

2
+
(𝜆ℎ)D

6
+
(𝜆ℎ)A

24
+ 𝑂(ℎQ)

根据局部截断误差公式，可知龙格库塔公式具有4阶准确度。
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第八章8题
Solution
如果存在扰动：

𝜎}o* = 𝜎} 1 + 𝜆ℎ +
(𝜆ℎ)7

2 +
(𝜆ℎ)D

6 +
(𝜆ℎ)A

24
稳定时要求

𝜎}o*
𝜎}

≤ 1

则

1 + 𝜆ℎ +
(𝜆ℎ)7

2 +
(𝜆ℎ)D

6 +
(𝜆ℎ)A

24 ≤ 1
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第八章11题
Problem
根据对于初值问题

𝑦5 = −100 𝑦 − 𝑡7 + 2𝑡，𝑦 0 = 1。
1 用欧拉法求解，步长ℎ取什么范围的值，才能使计算稳定。
2 若用四阶龙格-库塔法计算，步长ℎ如何选取？

3 若用梯形公式计算，步长ℎ有⽆限制。
Solution
1 Euler计算公式为

𝑦}o* = 𝑦} + ℎ −100 𝑦} − 𝑡}7 + 2𝑡}
因此，扰动值满⾜

𝜀}o* = 1 − 100ℎ 𝜀}
所以，步长应满⾜

1 − 100ℎ < 1
⟹ 0 < ℎ < 0.02

才能使计算稳定。 64



第八章11题
Solution
2 四阶Runge-Kutta计算公式为

𝑦}o* = 1 − 100ℎ +
100ℎ 7

2! −
100ℎ D

3! +
100ℎ A

4! 𝑦} + 𝑔 𝑡}, ℎ

因此，扰动值满⾜

𝜀}o* = 1 − 100ℎ +
100ℎ 7

2! −
100ℎ D

3! +
100ℎ A

4! 𝜀}

所以，步长应满⾜

1 − 100ℎ +
100ℎ 7

2!
−

100ℎ D

3!
+

100ℎ A

4!
< 1

即
0 < ℎ < 0.0287

才能使计算稳定。
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第八章11题
Solution
3 梯形计算公式为

𝑦}o* =
2 − 100ℎ
2 + 100ℎ 𝑦} +

ℎ 100 𝑡}7 + 𝑡}o*7 + 2 𝑡} + 𝑡}o*
2 + 100ℎ

因此，扰动值满⾜

𝜀}o* =
2 − 100ℎ
2 + 100ℎ 𝜀}

所以，步长应满⾜
2 − 100ℎ
2 + 100ℎ

< 1

即
ℎ > 0

因此，用该梯形公式的步长ℎ没有限制。
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第八章13题
Problem
分析两步跳跃法

𝑦}o* = 𝑦}H* + 2ℎ𝑓(𝑡}, 𝑦})
的准确度阶数和稳定区间。
Solution
考虑对𝑦(𝑡}o*)以及𝑦(𝑡}H*)分别进⾏泰勒展开式，

𝑦 𝑡}o* = 𝑦 𝑡} + ℎ

= 𝑦 𝑡} + ℎ𝑦5 𝑡} +
ℎ7

2 𝑦
55 𝑡} +

ℎD

6 𝑦
555 𝑡} + 𝑂(ℎA)

𝑦 𝑡}H* = 𝑦 𝑡} − ℎ

= 𝑦 𝑡} − ℎ𝑦5 𝑡} +
ℎ7

2 𝑦
55 𝑡} −

ℎD

6 𝑦
555 𝑡} + 𝑂(ℎA)
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第八章13题
Solution
考虑截断误差

𝑙}o* = 𝑦 𝑡}o* − 𝑦}o* = 𝑦 𝑡}o* − 𝑦 𝑡}H* − 2ℎ𝑓 𝑡}, 𝑦}

= 𝑦 𝑡} + ℎ𝑦5 𝑡} +
ℎ7

2
𝑦55 𝑡} +

ℎD

6
𝑦555 𝑡} + 𝑂 ℎA

− 𝑦 𝑡} − ℎ𝑦5 𝑡} +
ℎ7

2 𝑦
55 𝑡} −

ℎD

6 𝑦
555 𝑡} + 𝑂 ℎA

− 2ℎ𝑓 𝑡}, 𝑦} =
ℎD

3 𝑦
555 𝑡} + 𝑂 ℎA

因此可以得到该⽅法准确度为2阶准确度
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第八章13题
Solution
分析稳定区间，假设𝑦}H*存在扰动𝛿}H*，则由它引起𝑦}o*的误差
为

𝛿}o* = 𝛿}H* + 2ℎ
𝜕𝑓
𝜕𝑦 𝛿}

设𝛿} = 𝑝𝛿}H*, 𝛿}o* = 𝑝7𝛿}, 代⼊上式得到：

𝑝7 = 1 + 2ℎ
𝜕𝑓
𝜕𝑦
𝑝

求解得到𝑝 = ℎ µ«
µ¶
± ℎ µ«

µ¶

7
+ 1

稳定区间： ℎ µ«
µ¶
± ℎ µ«

µ¶

7
+ 1 ≤ 1

实际两个解乘积等于-1，必定有⼀个模长是⼤于1的，因此很难保
证稳定。
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