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第四章习题 3

Problem 
5x1 + 2x2 + x3 = −12

−x1 + 4x2 + 2x3 = 20

2x1 − 3x2 + 10x3 = 3

▶ 考察 Jacobi, G-S 迭代法的收敛性；
▶ 初始值 [0, 0, 0]⊤，用 Jacobi 和 G-S 迭代法求解，当

∥x(k+1) − x(k)∥ < 10−2 时终止迭代。
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第四章习题 3

Solution
▶ 根据定理 4.11，矩阵 A 严格对角占优，故均收敛。
▶ Jacobi 迭代：

x(k+1)
1 = −2

5
x(k)2 − 1

5
x(k)3 − 12

5

x(k+1)
2 =

1

4
x(k)1 − 1

2
x(k)3 + 5

x(k+1)
3 = −1

5
x(k)1 +

3

10
x(k)2 +

3

10

迭代 11 次 [−4.00024207, 3.00312926, 1.99986178]。
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第四章习题 3
▶ G-S 迭代：

x(k+1)
1 = −2

5
x(k)2 − 1

5
x(k)3 − 12

5

x(k+1)
2 =

1

4
x(k+1)
1 − 1

2
x(k)3 + 5

x(k+1)
3 = −1

5
x(k+1)
1 +

3

10
x(k+1)
2 +

3

10

迭代 6 次 [−3.99931398, 3.00000274, 1.99986362]。 □
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第四章习题 4

Problem
用 SOR 方法解方程组

5x1 + 2x2 + x3 = −12

−x1 + 4x2 + 2x3 = 20

2x1 − 3x2 + 10x3 = 3

w = 0.9，x0 = [0, 0, 0]⊤，当 ∥x(k+1) − x(k)∥ < 10−2 时终止迭代。
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第四章习题 4

Solution
写出迭代公式

x(k+1)
1 = (1− w)x(k)1 + w(−2

5
x(k)2 − 1

5
x(k)3 − 12

5
)

x(k+1)
2 = (1− w)x(k)2 + w(1

4
x(k+1)
1 − 1

2
x(k)3 + 5)

x(k+1)
3 = (1− w)x(k)3 + w(−1

5
x(k+1)
1 +

3

10
x(k+1)
2 +

3

10
)

迭代 6 次
[−3.99956852, 3.00038707, 1.99996303] □
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第四章习题 6

Problem
考虑

Ax = b,

其中

A =

1 0 α
0 1 0
α 0 1

 .

1. α 为何值时，A 正定？
2. α 为何值时，Jacobi 迭代收敛？
3. α 为何值时，G-S 迭代收敛？
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第四章习题 6

Solution
1. A 正定 ⇔ 顺序主子式均大于 0。一阶二阶显然，三阶主子
式为 1− α2 > 0。故 |α| < 1。

2. A 是实对称矩阵，故利用定理 4.8，Jacobi 收敛
⇔ A, 2D − A 正定 ⇔ − |α| < 1。

3. 利用定理 4.9，G-S 迭代收敛 ⇐ ∥BJ∥∞ < 1 or ∥BJ∥1 < 1

BJ = D−1(L + U) =

 0 0 −α
0 0 0
−α 0 0


故 ∥BJ∥∞ = ∥BJ∥1 = |α| < 1。 □

Note: 这里只用了充分性判据。
Note: 也可以根据严格对角占优判据，也是充分条件（定理
4.11）。
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第四章习题 7

Problem
证明定理 4.8 中的必要性部分。即若 A 为实对称矩阵，且
aii > 0，则 Ax = b的 Jacobi迭代法收敛⇒ A和 2D−A正定。

Solution
与定理 4.8 类似，讲 Jacobi 迭代法的迭代矩阵写为如下形式：

B = D−1/2(I − D−1/2AD−1/2)D1/2;

B = D−1/2(D−1/2(2D − A)D−1/2 − I)D1/2.

Jacobi 迭代法收敛 ⇒ B 的特征值 λi < 1
⇒（矩阵相似特征值相同）I − D−1/2AD−1/2 和
D−1/2(2D − A)D−1/2 − I 特征值 < 1
⇒ D−1/2AD−1/2 和 D−1/2(2D − A)D−1/2 特征值 > 0
⇒ A 和 2D − A 正定。 □
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第四章习题 8

Problem
雅克比松弛法（JOR 方法）：

x(k+1) = x(k) − wD−1(Ax(k) − b)
= (I − wD−1A)x(k) + wD−1b

试证明：当求解 Ax = b 的雅克比方法收敛时且 0 < w ≤ 1 时，
JOR 方法也收敛。
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第四章习题 8

Solution
雅克比方法 B = D−1(A − D)
JOR 方法

BJ = I − wD−1A
= I − wD−1(A − D + D)

= (1− w)I − wD−1(A − D)

= (1− w)I + w(−B)

因此 BJ 的谱半径是 I 和 −B 的加权平均。故当 Jacobi 方法收
敛即 ρ(B) < 1，且 0 < w ≤ 1 时，有 ρ(Bj) < 1，故 JOR 方法也
收敛。 □
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第四章习题 10

Problem
矩阵 A 为实对称正定阵，x∗ 为方程 Ax = b 的解，试证明：x∗

为 φ(x) = 1

2
x⊤Ax − b⊤x 的唯一最小值点，即 ∀x ∈ Rn，

x ̸= x∗，φ(x) > φ(x∗)
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Solution
∀y ̸= 0 ∈ Rn，不等式成立：

φ(x∗ + y) = 1

2
(x∗ + y)⊤A(x∗ + y)− b⊤(x∗ + y)

=
1

2
(x∗⊤Ax∗ + y⊤Ax∗ + x∗⊤Ay + y⊤Ay)− b⊤x∗ − bTy

=
1

2
x∗⊤Ax∗ − b⊤x∗ +

1

2
(yTb + b⊤y + y⊤Ay)− b⊤y

= φ(x∗) +
1

2
y⊤Ay

> φ(x∗)

其中不等号是因为 A 为实对称正定矩阵。 □
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第五章习题 2

Problem

用圆盘定理估计矩阵 A =

0.5 −0.6 0.6
1 −1.2 −0.8
0 −0.6 3

 的 ρ(A) 和

cond(A)2 的范围。

Solution
根据定理 5.10(圆盘定理)，A 的特征值比属于 A 的格什戈林圆
盘之中，即 [0.5− 1.2, 0.5 + 1.2]，[−1.2− 1.8,−1.2 + 1.8]，
[3− 0.6, 3 + 0.6] 中。即

D1 = [−0.7, 1.7], D2 = [−3.0, 0.6], D3 = [2.4, 3.6]

D1 与 D2 重合，D3 与其他两圆盘分离，故
ρ(A) = λ3 ∈ [2.4, 3.6]。



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

第五章习题 2
而对于矩阵 A⊤A：

A⊤A =

1.25 −1.5 −0.5
−1.5 2.16 −1.2
−0.5 −1.2 10

 .

其三个圆盘为

D1 = [−0.75, 3.25],D2 = [−0.54, 4.86],D3 = [8.3, 11.7].

注意 D3 与其他两圆盘分离，故 λmax ∈ D3，且 λmin ∈ D1 ∪ D2，
因此

cond(A)2 =

√
λmax(A⊤A)

λmin(A⊤A)
≥

√
8.3

4.86
.

□
Note: 注意圆盘连通的情况。
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第五章习题 3

Problem
确定矩阵 A 及 A−1 的特征值的界。

A =


4 −1
−1 4 −1

. . . . . . . . .
−1 4 −1

−1 4

 ∈ R.
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第五章习题 3

Solution
A 为实对称矩阵，特征值为实数。根据定理 5.10(圆盘定理)，

|λi − aii| ≤ ri =
n∑

j=1,j̸=i
|aij|, i = 1, 2, · · · ,n

|λi − 4| ≤

{
1, i = 1,n
2, otherwise

故 A 的特征值的界为
2 ≤ λ ≤ 6.

而 A−1 的特征值为 µi = λ−1
i ，故其特征值的界为

1

6
≤ µ ≤ 1

2
.

□
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第五章习题 4

Problem
用幂法计算矩阵的主特征值及对应的特征向量：

A =

 7 3 −2
3 4 −1
−2 −1 3


当特征值的小数点后三位的数值稳定时终止迭代。

Solution
利用使用幂法算法 5.1 求解该问题。令初始向量为
v0 = u0 = [1, 0, 0]⊤，经过 8 次迭代后，最大特征值满足精度要
求。此时

σ8 = 9.605479;

u8 = [1, 0.6055468,−0.39444782]⊤.

□
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第五章习题 6

Problem
利用反幂法求矩阵 6 2 1

2 3 1
1 1 1


的最接近于 7 的特征值及对应的特征向量。
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第五章习题 6

Solution
转化为求解 A − 7I 的最小特征值及其对应特征向量的问题。利
用反幂法算法 5.2 求解该问题，令初始化向量为
v0 = u0 = [1, 0, 0]⊤。经过 4 次迭代后，得到

σ4 = 0.287971,

u4 = [1, 0.52289147, 0.2421883]⊤.

故所求特征值及对应特征向量为：

λ = 7.287971;

u = [1, 0.52289147, 0.2421883]⊤.

□
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第五章习题 7
Problem
试用 Householder 变换对矩阵 A 做 QR 分解，求出矩阵 Q 和 R。

A =

1 1 1
2 −1 −1
2 −4 5


Solution
根据算法 5.3，对矩阵 A 做 QR 分解得

Q =

−0.3333 0.6667 −0.6667
−0.6667 0.3333 0.6667
−0.6667 −0.6667 −0.3333



R =

−3.0000 3.0000 −3.0000
−0.0000 3.0000 −3.0000
0.0000 −0.0000 −3.0000


□
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第五章习题 9

Problem
利用一系列 Givens 旋转变换将矩阵

1 0 0
0 1 0
0 0 1
−1 1 0
−1 0 1
0 −1 1


化为上三角矩阵，将结果与例 5.11 的结果作比较。
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第五章习题 9

Solution

R =



√
3 −

√
3
3 −

√
3
3

0 2
√
6

3 −
√
6
3

0 0
√
2

0 0 0
0 0 0
0 0 0


与例 5.11 结果相差一个符号。 □
Note: 计算过程较繁琐。
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第五章习题 11

Problem
用 Givens 旋转变换对上 Hessenberg 矩阵 A1 做 QR 分解，然后
将得到的矩阵 Q 和 R 颠倒次序相乘得到矩阵 A2，证明 A2 仍
然是上 Hessenberg 矩阵。
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第五章习题 11

Solution
首先对原 Hessenberg 矩阵做 GivensQR 分解：

Gn−1 · · ·G2G1A1 = R, Q = G⊤
1 G⊤

2 · · ·G⊤
n−1

然后求 A2：
A2 = RQ = RG⊤

1 G⊤
2 · · ·G⊤

n−1

首先观察 R 和 G⊤
1

R =


∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗

 , G⊤
1 =

[
Ĝ⊤

1 0
0 In−2

]

Givens 矩阵 G⊤
1 只对 R 的前两列做变换，并且变换结果为



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

第五章习题 11

RG⊤
1 =


∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗


类似地，

RG⊤
1 G⊤

2 =


∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗

 , RG⊤
1 G⊤

2 G⊤
3 =


∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗


故最终 A2 = RG⊤

1 G⊤
2 · · ·G⊤

n−1 是一个 Hessenberg 矩阵。 □
Note: https://www.zib.de/groetschel/Project-Quito/
cursos/curso_2005_2/qr_iteration.pdf

https://www.zib.de/groetschel/Project-Quito/cursos/curso_2005_2/qr_iteration.pdf
https://www.zib.de/groetschel/Project-Quito/cursos/curso_2005_2/qr_iteration.pdf
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第五章习题 12

Problem
利用 Householder 变换将

A =

1 3 4
3 1 2
4 2 1


正交相似化为对称三对角阵。
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第五章习题 12

Solution
记 x = [3, 4]⊤，则 σ = ∥x∥2 = 5，u = x + σe = [8, 4]⊤，
β = 1

2∥u∥22 = 40，

H1 = I − β−1uu⊤ =

[
−3

5 −4
5

−4
5

3
5

]

H =

[
1 0
0 H1

]
=

1 0 0
0 −3

5 −4
5

0 −4
5

3
5


利用 H 对 A 做正交相似化可得

H⊤AH =

 1 −5 0
−5 73

25
14
25

0 14
25 −23

25


□
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第六章习题 3

Problem
对于下列线性空间 C[0, 1] 中的函数 f(x)，计算 ∥f∥∞，∥f∥1 与
∥f∥2：
(1) f(x) = (x − 1)3; (2) f(x) = |x − 1

2 |.

Solution
(1)

∥f∥∞ = max
0≤x≤1

|(x − 1)3| = 1

∥f∥1 =
∫ 1

0
(x − 1)3dx =

1

4

∥f∥2 =
(∫ 1

0
(x − 1)6dx

)1/2
=

√
7

7

(2)

∥f∥∞ = max
0≤x≤1

|x − 1

2
| = 1

2

∥f∥1 =
∫ 1

0
|x − 1

2
|dx =

1

4

∥f∥2 =
(∫ 1

0
(x − 1

2
)2dx

)1/2
=

√
3

6
□
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第六章习题 3

Problem
对于下列线性空间 C[0, 1] 中的函数 f(x)，计算 ∥f∥∞，∥f∥1 与
∥f∥2：
(1) f(x) = (x − 1)3; (2) f(x) = |x − 1

2 |.

Solution
(1)

∥f∥∞ = max
0≤x≤1

|(x − 1)3| = 1

∥f∥1 =
∫ 1

0
(x − 1)3dx =

1

4

∥f∥2 =
(∫ 1

0
(x − 1)6dx

)1/2
=

√
7

7

(2)

∥f∥∞ = max
0≤x≤1

|x − 1

2
| = 1

2

∥f∥1 =
∫ 1

0
|x − 1

2
|dx =

1

4

∥f∥2 =
(∫ 1

0
(x − 1

2
)2dx

)1/2
=

√
3

6
□
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第六章习题 4

Problem
对 f(x), g(x) ∈ C2[a, b]，定义
(1)⟨f, g⟩ =

∫ b
a f′(x)g′(x)dx, (2) ⟨f, g⟩ =

∫ b
a f′(x)g′(x)dx + f(a)g(a)。

问它们是否构成内积？

Solution
要验证内积，即检验 4 条性质。容易验证可交换性、线性性 1、
线性性 2 两者均满足，故只需验证非负性。
(1) 当 f, g 为常函数时，有 ⟨f, g⟩ = 0。故不构成内积。
(2)⟨f, f⟩ = 0 ⇔ f′(x) = 0, f(a) = 0，故当且仅当 f(x) = 0 时，内积
为 0。故构成内积。 □
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第六章习题 4

Problem
对 f(x), g(x) ∈ C2[a, b]，定义
(1)⟨f, g⟩ =

∫ b
a f′(x)g′(x)dx, (2) ⟨f, g⟩ =

∫ b
a f′(x)g′(x)dx + f(a)g(a)。

问它们是否构成内积？

Solution
要验证内积，即检验 4 条性质。容易验证可交换性、线性性 1、
线性性 2 两者均满足，故只需验证非负性。
(1) 当 f, g 为常函数时，有 ⟨f, g⟩ = 0。故不构成内积。
(2)⟨f, f⟩ = 0 ⇔ f′(x) = 0, f(a) = 0，故当且仅当 f(x) = 0 时，内积
为 0。故构成内积。 □
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第六章习题 6

Problem
在子空间 Φ = span{1, t} 中，求下列函数 f(t) 的最佳平方逼近多
项式：
(1) f(t) = et, t ∈ [0, 1]; (2)f(t) = cos(πt), t ∈ [0, 1]
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第六章习题 6

Solution
(1) 设为 S(t) = a0 + a1t

(1, 1) = 1, (1, t) =
∫ 1

0
tdt = 1

2
, (1, t) =

∫ 1

0
t2dt = 1

3

(f, 1) =
∫ 1

0
etdt = e − 1, (f, t) =

∫ 1

0
ettdt = 1[

1 1
2

1
2

1
3

] [
a0
a1

]
=

[
e − 1
1

]
解得

a0 = 4e − 10, a1 = 18− 6e

故所求最佳平方逼近多项式为：S(t) = 4e − 10 + (18− 6e)t
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第六章习题 6
(2) 设为 S(t) = a0 + a1t

(1, 1) = 1, (1, t) =
∫ 1

0
tdt = 1

2
, (1, t) =

∫ 1

0
t2dt = 1

3

(f, 1) =
∫ 1

0
cos(πt)dt = 0, (f, t) =

∫ 1

0
t cos(πt)dt = − 2

π2[
1 1

2
1
2

1
3

] [
a0
a1

]
=

[
0

− 2
π2

]
解得

a0 =
12

π2
, a1 = −24

π2

故所求最佳平方逼近多项式为：S(t) = 12
π2 − 24

π2 t □
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第六章习题 8
Problem
设 f(t) = sin

(π
2

t
)
, t ∈ [−1, 1]，利用勒让德多项式求 f(t) 的三次

最佳逼近多项式。

Solution
勒让德多项式：

P(0)(t) = 1;P(1)(t) = t;P(2)(t) =
3t2 − 1

2
;P(3) =

5t3 − 3t
2

;

由于勒让德多项式是正交多项式函数，故直接求解得系数：

a0 = a2 = 0; a1 =
∫ 1
−1 sin(π2 t)tdt∫ 1

−1 t2dt
=

12

π2
;

a3 =
∫ 1
−1 sin(π2 t)5t3−3t

2 dt∫ 1
−1

(
5t3−3t

2

)2dt
=

168(π2 − 10)

π4
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第六章习题 8
故最佳三次逼近多项式为

S3(t)∗ = a1P(1)(t) + a3P(3)(t)

=
12

π2
t + 168(π2 − 10)

π4

5t3 − 3t
2

≈ 1.553191t − 0.562228t3

□
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第六章习题 9

Problem
已知实验数据如下：

ti 19 25 31 38 44
yi 19.0 32.3 49.0 73.3 97.8

用最小二乘法求形如 y = a + bt2 的经验公式，并计算均方误差。
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第六章习题 9

Solution
基函数为 Φ = {1, t2}，故求解法方程 Gx = b。其中 G 中元素为

⟨φ0, φ0⟩ =
5∑

i=1

1 = 5;

⟨φ0, φ1⟩ =
5∑

i=1

t2i = 5327 = ⟨φ1, φ0⟩;

⟨φ1, φ1⟩ =
5∑

i=1

t4i = 7277699;

b 中元素为

⟨φ0, y⟩ =
5∑

i=1

yi = 271.4, ⟨φ1, y⟩ =
5∑

i=1

t2i yi = 369321.5,
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第六章习题 9
故求解 [

5 5327
5327 7277699

] [
x0
x1

]
=

[
271.4

369321.5

]
得

x0 ≈ 0.9726046; x1 ≈ 0.0500351

故所求经验公式为

y = 0.9726046 + 0.0500351t2.

均方误差为

σ =

√√√√1

5

5∑
i=1

[y(ti)− yi]2 ≈ 0.0548.

□ Note: ：均方误差不是逼近误差 ∥δ∥2 =
√

∥f∥22 −
∑n

i=1 xi⟨φi, f⟩
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第六章习题 10

Problem
在某化学反应中，由实验得分解物浓度与时间关系如下：

时间 t 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
浓度 y(×10−4) 0 1.27 2.16 2.86 3.44 3.87 4.15 4.37 4.51 4.58 4.62 4.64

用最小二乘法求函数表达式 y = f(t)。

0 10 20 30 40 50 60
t

0

1

2

3

4

5

y
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第六章习题 10
Solution
设 f(t) = a exp

(
− b

t
)
, (t ≥ 0; a, b > 0)，(0, 0) 点自动满足。取对

数化为线性模型

ln y = ln a − b
t .

故 Φ = {1,−1

t }。与上题类似，求解法方程：[
11 −0.60339755

−0.60339755 0.062321

] [
ln a
b

]
=

[
−87.674095
5.032489

]
ln a = −7.558772, b = 7.496347.

故所求模型为

y = f(t) = 5.215153× 10−4 exp
(
− 7.496347

t
)
.

□
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第六章习题 11

Problem
将例 6.5 的问题转化为标准的线性最小二乘问题式 (6.30)，然后
使用算法 6.2 求解。

Solution
按照权值扩展为 8 个样本点

ti 1 1 2 3 3 3 4 5
Bi 4 4 4.5 6 6 6 8 8.5

A =

[
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 3 3 3 4 5

]⊤
G = A⊤A =

[
8 22
22 74

]
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第六章习题 11

b = A⊤f =
[

47
145.5

]
对矩阵 G 进行 Cholesky 分解 G = LL⊤

L =

[
2.8284 0
7.7782 3.6742

]
求解方程 LL⊤x = b，得到

x =

[
2.5648
1.2037

]
故所求函数为

f(t) = 2.5648 + 1.2037t.

□
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第六章习题 12

Problem
已知 cos(x), 0° ≤ x ≤ 90° 的函数表，其中自变量取值的步长
h = 1′ = (1/60)°，函数值具有 5 位有效数字，求利用该函数表以
及线性插值技术计算 cos(x) 的总误差界（包括截断误差，舍入误
差）。
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第六章习题 12

Solution
存在 x0, x1 ∈ [0°, 90°], x1 − x0 = 1′, s.t, x ∈ [x0, x1]。利用函数值
插值的插值函数 L1(x) = x−x1

x0−x1 cos x0 + x−x0
x1−x0 cos x1；利用函数值

近似值插值的插值函数 L∗
1(x) = x−x1

x0−x1 cos∗ x0 + x−x0
x1−x0 cos∗ x1.

| cos x − L∗
1(x)| = | cos x − L1(x) + L1(x)− L∗

1(x)|
≤ | cos x − L1(x)|+ |L1(x)− L∗

1(x)|

则由定理 6.7，截断误差

| cos x − L1(x)| = |R1(x)| = |cos′′(ξ)
2!

(x − x0)(x − x1)|

=
1

2
| cos ξ||x − x0||x − x1|

≤ 1

2

(h
2

)2 ≈ 1.0577× 10−8



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

第六章习题 12
舍入误差：

|L1(x)− L∗
1(x)| = |(cos x0 − cos∗ x0)

x − x1
x0 − x1

+ (cos x1 − cos∗ x1)
x − x0
x1 − x0

|

≤ |e(cos∗ x0)|
x − x1
x0 − x1

+ |e(cos∗ x1)|
x − x0
x1 − x0

≤ max{|e(cos∗ x0)|, |e(cos∗ x1)|} ·
( x − x1

x0 − x1
+

x − x0
x1 − x0

)
= max{|e(cos∗ x0)|, |e(cos∗ x1)|}
≤ 0.5× 10−5

故总误差界为

| cos x − L∗
1(x)| ≤ 1.0577× 10−8 + 0.5× 10−5 = 0.50106× 10−5.

□
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第六章习题 13

Problem
设 xj(j = 0, 1, · · · ,n) 为互异节点，对应的拉格朗日插值多项式
为 Ln(x)，lj(x)(j = 0, 1, · · · ,n) 为拉格朗日插值基函数。求证：

1.
n∑

j=0

xk
j lj(x) ≡ xk, (k = 0, 1, · · · ,n);

2.
n∑

j=0

(xj − x)klj(x) ≡ 0, (k = 1, 2, · · · ,n).
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第六章习题 13

Solution
(1) 令 f(x) = xk, (k = 0, 1, · · · ,n)，则其 n 次插值多项式为

Ln(x) =
n∑

j=0

xk
j lj(x)

插值余项为

Rn(x) = f(x)− Ln(x) =
1

(n + 1)!
f(n+1)(ξ)ωn+1 ≡ 0

故
n∑

j=0

xk
j lj(x) ≡ xk, (k = 0, 1, · · · ,n)
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第六章习题 13
(2) 由 (1) 知 ∀k = 1, 2, · · · ,n

n∑
j=0

(xj − x)klj(x) =
n∑

j=0

[ k∑
i=0

(
k
i

)
xi

j(−x)k−i
]
lj(x)

=

k∑
i=0

(
k
i

)
(−x)k−i

n∑
j=0

xi
jlj(x)

=

k∑
j=0

(
k
i

)
(−x)k−ixi

= (x − x)k ≡ 0

□


