
第一周作业 

第 1 章习题 1 

计算球体积要使相对误差限为 1%，问度量半径 R 时允许的相对

误差限是多少？ 

解： 

球的半径为 R，则球体积为𝐕 = 𝐟(𝐑) =  
𝟒

𝟑
𝛑𝐑𝟑。因此球体积的

误差限为 

𝛆(𝐕∗) = 𝐟(𝐑∗) − 𝐟(𝐑) =  |𝐟′(𝐑)|𝛆(𝐑∗) = 𝟒𝛑(𝐑∗)𝟐𝛆(𝐑∗) 

所以球体积的相对误差限为 



𝛆𝐫 = | 
𝛆(𝐕∗)

𝐕∗
| =  |

𝟒𝛑(𝐑∗)𝟐𝛆(𝐑∗)

𝟒
𝟑

𝛑(𝐑∗)𝟑
| = 𝟑 |

𝛆(𝐑∗)

𝐑∗
| = 𝟑𝛆𝐫(𝐑

∗) = 𝟏% 

有𝛆𝐫(𝐑
∗) =  

𝟏

𝟑
× 𝟏% ≈ 𝟎. 𝟎𝟎𝟑𝟑 

故度量半径 R 时允许的相对误差限是 0.0033。 

 

第 1 章习题 2 

考虑正弦函数 sin(x)的求值，特别是自变量 x 发生扰动 h 时函

数值的误差。 

（1）估计 sin(x)的绝对误差和相对误差。 

（2）估计条件数 

（3）自变量 x 为何值时，这个问题高度敏感。 



解： 

由于 sin(x+h)-sin(x)≈ (sin’(x)) (x+h-x)= h cos(x) 

扰动 h 产生的绝对误差为 h cos(x)。 

相对误差 

𝛜 =
𝐬𝐢𝐧(𝐱 + 𝐡) − 𝐬𝐢𝐧(𝐱)

𝐬𝐢𝐧(𝐱)
= 𝐡

𝐜𝐨𝐬(𝐱)

𝐬𝐢𝐧(𝐱)
=

𝐡

𝐭𝐚𝐧(𝐱)
 

条件数 

𝐜𝐨𝐧𝐝 = |
𝐱𝐬𝐢𝐧′(𝐱)

𝐬𝐢𝐧(𝐱)
| =   |

𝐱𝐜𝐨𝐬(𝐱)

𝐬𝐢𝐧(𝐱)
| = |

𝐱

𝐭𝐚𝐧(𝐱)
|  

可见当 x=kπ，k!=0 的时候，条件数会变得很大。 



第 1 章习题 4 

设𝐘𝟎 = 𝟐𝟖，按递推公式 

𝐘𝐧 = 𝐘𝐧−𝟏 − 
𝟏

𝟏𝟎𝟎
√𝟕𝟖𝟑 (𝐧 = 𝟏, 𝟐,… ) 

计算到𝐘𝟏𝟎𝟎。若取√𝟕𝟖𝟑  ≈ 𝟐𝟕. 𝟗𝟖𝟐（5 位有效数字），计算𝐘𝟏𝟎𝟎

将有多大误差？ 

解： 

由递推公式，得 

𝐘𝟏𝟎𝟎 = 𝐘𝟗𝟗 − 
𝟏

𝟏𝟎𝟎
√𝟕𝟖𝟑 = (𝐘𝟗𝟖 − 

𝟏

𝟏𝟎𝟎
√𝟕𝟖𝟑) − 

𝟏

𝟏𝟎𝟎
√𝟕𝟖𝟑 = ⋯

= 𝐘𝟎 − √𝟕𝟖𝟑 



由于有√𝟕𝟖𝟑 ≈ 𝟐𝟕. 𝟗𝟖𝟐，则 

𝐘𝟏𝟎𝟎
∗ = 𝐘𝟎 −  𝟐𝟕. 𝟗𝟖𝟐 

因此 

|𝐞(𝐘𝟏𝟎𝟎
∗)| =  |𝐘𝟏𝟎𝟎

∗ − 𝐘𝟏𝟎𝟎| =  |√𝟕𝟖𝟑 − 𝟐𝟕. 𝟗𝟖𝟐|  ≤  
𝟏

𝟐
× 𝟏𝟎−𝟑 

所以，计算𝐘𝟏𝟎𝟎的误差限为𝛆(𝐘𝟏𝟎𝟎
∗) =  

𝟏

𝟐
× 𝟏𝟎−𝟑 

 

第 1 章习题 7 

计算𝐟 = (√𝟐 −  𝟏)𝟔，取√𝟐  ≈ 𝟏. 𝟒，利用下列等式计算，哪一

个得到的结果最好？ 



𝟏

(√𝟐 +  𝟏)
𝟔
，     (𝟑 −  𝟐√𝟐)

𝟑
 

 
𝟏

(𝟑 +  𝟐√𝟐)𝟑
，  𝟗𝟗 − 𝟕𝟎√𝟐。 

解： 

避免误差危害的四项基本原则是：①要避免中间结果出现上溢

或下溢；②要避免大数“吃掉”小数；③要避免符号相同的两近似

数相减；④注意简化步骤，减少运算次数。 

第二个和第四个明显违背原则②，结果不好。 

第三个和第一个比，除法运算次数相同，但乘法运算次数是后

者的一半，根据原则④，
𝟏

(𝟑+ 𝟐√𝟐)𝟑
得到的结果相对最好。 



第 1 章习题 9(a)  

证明在规范化浮点数系统中，上溢值 OFL 为 

𝐎𝐅𝐋 = 𝛃𝐔+𝟏(𝟏 − 𝛃−𝐩) 

解： 

𝐱 = (𝟏 +
𝟏

𝛃
+ (

𝟏

𝛃
)
𝟐

+ (
𝟏

𝛃
)𝟑 + ⋯+ (

𝟏

𝛃
)𝐩−𝟏)𝛃𝐔 

(𝛃 − 𝟏) ∙ 𝐱用等比数列求和，即可得到所求。 

  



第二周作业 

第 1 章习题 8 

考虑 f(x,y)=x-y，用 |x|+|y|度量输入值 (x,y)的大小，并假定

|x|+|y|≈1，x-y=є，再考虑 x，y 分别产生扰动的时候，证明条件数

cond(f) ≈1/ є。 

将这个结论与减法的敏感性以及抵消现象联系起来，说明了什

么？ 

解： 

针对 x 扰动，条件数 

𝐜𝐨𝐧𝐝 = |

𝐟(𝐱 + ∆𝐱, 𝐲) − 𝐟(𝐱, 𝐲)
𝐟(𝐱, 𝐲)

(𝐱 + ∆𝐱, 𝐲) − (𝐱, 𝐲)
(𝐱, 𝐲)

| = |

(∆𝐱)
𝐱 − 𝐲

|𝐱 + ∆𝐱| − |𝐱|
|𝐱| + |𝐲|

| = |
|𝐱| + |𝐲|

𝐱 − 𝐲
| ≈

𝟏

𝛆
 



同理可得到对 y 的扰动下的条件数。 

加减法运算本身对扰动并不敏感，但是如果参加运算的数据发

生抵消现象（结果接近零）的时候，条件数也会变得很大。 

这也验证了数值计算中应该避免的第二个原则：应该避免两个

近似数相减。



第 2 章习题 1(1) 

为求方程𝐱𝟑 − 𝐱𝟐 − 𝟏 = 𝟎在𝐱𝟎 = 𝟏. 𝟓附近的一个根，设将方程

改写成下列等价形式，并建立相应的迭代公式。𝐱 = 𝟏 + 𝟏 𝐱𝟐⁄ ，迭

代公式𝐱𝐤+𝟏 = 𝟏 + 𝟏 𝐱𝐤
𝟐⁄ 。 

选择一个合适的[𝐚, 𝐛]区间使该迭代公式收敛，使用利普希兹方

法证明迭代法的收敛，然后求出具有四位有效数字的近似解。 

解： 

不妨设区间[𝐚, 𝐛]为[𝟏. 𝟒𝟓, 𝟏. 𝟓𝟓]，𝛗(𝐱) = 𝟏 + 𝟏 𝐱𝟐⁄ ，则 

𝛗(𝐱)的值域为[𝟏. 𝟒𝟐, 𝟏. 𝟒𝟖]，即对∀𝐱 ∈ [𝟏. 𝟒𝟓, 𝟏. 𝟓𝟓]，有𝟏. 𝟒𝟓 ≤

𝛗(𝐱) ≤ 𝟏. 𝟓𝟓； 

同时 



|𝛗(𝐱) − 𝛗(𝐲)| = |
𝟏

𝐱𝟐
−

𝟏

𝐲𝟐
| =

𝐱 + 𝐲

𝐱𝟐𝐲𝟐
|𝐱 − 𝐲| = (

𝟏

𝐱𝐲𝟐
+

𝟏

𝐱𝟐𝐲
) |𝐱 − 𝐲|

≤
𝟐

𝟏. 𝟒𝟓𝟑
|𝐱 − 𝐲| ≈ 𝟎. 𝟔𝟔|𝐱 − 𝐲| 

所以利普希兹系数 L=0.66，该迭代公式收敛。计算过程略。 

第 2 章习题 2 

给定函数𝐟(𝐱)，设对一切𝐱，𝐟′(𝐱)存在且𝟎 < 𝐦 ≤ 𝐟′(𝐱) ≤ 𝐌，

证明对于范围𝟎 < 𝛌 <
𝟐

𝐌
内的任意定数𝛌，迭代过程𝐱𝐤+𝟏 = 𝐱𝐤 −

𝛌𝐟(𝐱𝐤)均收敛于𝐟(𝐱) = 𝟎的根𝐱∗。 

  



证明： 

依题意𝐟′(𝐱) > 𝒎 > 0，所以𝐟(𝐱)为单调递增函数。所以𝐟(𝐱) = 𝟎

只存在唯一的根𝐱∗，同时存在𝐱𝟎，使得𝐟(𝐱𝟎) < 𝟎。 

根据迭代公式，设迭代函数为𝛗(𝐱) = 𝐱 − 𝛌𝐟(𝐱) 则𝛗′(𝐱) = 𝟏 −

𝛌𝐟′(𝐱)。 

由于𝛌 > 0，同时𝟎 < 𝑚 ≤ 𝑓′(𝑥) ≤ 𝑀，故 

𝟏 − 𝛌𝐌 < 𝛗′(𝐱) < 𝟏 − 𝝀𝒎 

而𝟎 < 𝛌 <
𝟐

𝐌
，即 

𝟏 − 𝛌𝐌 > −1      1 − 𝜆𝑚 < 1 

所以 

|𝛗′(𝐱)| ≤ 𝐦𝐚𝐱{|𝟏 − 𝛌𝐌|, |𝟏 − 𝛌𝐦|} < 𝟏 

因此，迭代过程𝐱𝐤+𝟏 = 𝐱𝐤 − 𝛌𝐟(𝐱𝐤)收敛于𝐱∗。 



第 2 章习题 3 

√𝐚牛顿公式𝐱𝐤+𝟏 =
𝟏

𝟐
(𝐱𝐤 +

𝐚

𝐱𝐤
) , 𝐱𝟎 > 𝟎  

证明对一切𝐤 = 𝟏, 𝟐,… , 𝐱𝐤 ≥ √𝐚且序列𝐱𝟏, 𝐱𝟐, …递减。 

证明： 

由递推关系易知，𝐱𝐤+𝟏与𝐱𝐤同号。而𝐱𝟎 > 𝟎 

所以𝐱𝐤 > 𝟎      𝐤 = 𝟏, 𝟐,… 

于是，对∀𝐤 > 𝟎，由平均不等式 

𝐱𝐤+𝟏 =
𝟏

𝟐
(𝐱𝐤 +

𝐚

𝐱𝐤
) ≥

𝟏

𝟐
∙ 𝟐√𝐱𝐤 ∙

𝐚

𝐱𝐤
= √𝐚 

另外 



𝐱𝐤+𝟏 − 𝐱𝐤 =
𝟏

𝟐
(

𝐚

𝐱𝐤
− 𝐱𝐤) =

𝟏

𝟐
(
𝐚 − 𝐱𝐤

𝟐

𝐱𝐤
) < 𝟎 

所以，序列𝐱𝟏, 𝐱𝟐, …是递减的。 

  



第 2 章习题 4 

应用牛顿法于方程𝐱𝟑 − 𝐚 = 𝟎，导出求立方根√𝐚
𝟑

的迭代公式，

并讨论其收敛性。 

解： 

设𝐟(𝐱) = 𝐱𝟑 − 𝐚，则𝐟′(𝐱) = 𝟑𝐱𝟐
，所以，求立方根√𝐚

𝟑
的

Newton 迭代公式为 

𝐱𝐤+𝟏 = 𝐱𝐤 −
𝐟(𝐱𝐤)

𝐟′(𝐱𝐤)
= 𝐱𝐤 −

𝐱𝐤
𝟑 − 𝐚

𝟑𝐱𝐤
𝟐 =

𝟐

𝟑
𝐱𝐤 +

𝐚

𝟑𝐱𝐤
𝟐 

令𝛗(𝐱) =
𝟐

𝟑
𝐱 +

𝐚

𝟑𝐱𝟐 =
𝟐𝐱𝟑+𝐚

𝟑𝐱𝟐  



则𝛗′(𝐱) =
𝟐

𝟑
(𝟏 −

𝐚

𝐱𝟑),𝛗′′(𝐱) =
𝟐𝐚

𝐱𝟒 

因为𝐱∗ = √𝐚
𝟑

，即 

𝛗(𝐱∗) = 𝟎      𝛗′(𝐱∗) = 𝟎 

所以，该求立方根√𝐚
𝟑

的 Newton 迭代公式至少局部二阶收敛。 

如果采用 p 阶收敛判据的话 

𝐱𝐤+𝟏 − 𝐱∗

𝐱𝐤 − 𝐱∗
=

(𝐱𝐤 − √𝐚
𝟑

)(𝟐𝐱𝐤 + √𝐚
𝟑

)

𝟑𝐱𝐤
𝟐 =

(𝐱𝐤 − 𝐱∗)(𝟐𝐱𝐤 + 𝐱∗)

𝟑𝐱𝐤
𝟐  

于是有 



𝐥𝐢𝐦
𝐱𝐤→𝐱∗

𝐱𝐤+𝟏 − 𝐱∗

(𝐱𝐤 − 𝐱∗)𝟐
= 𝐥𝐢𝐦

𝐱𝐤→𝐱∗

(𝟐𝐱𝐤 + 𝐱∗)

𝟑𝐱𝐤
𝟐 =

𝟏

𝐱∗
=

𝟏

√𝐚
𝟑  

和上面的结论相同，至少是局部二阶收敛。 

注意：当 a=0 时，需要特别考虑。当 a=0 时有 

𝐥𝐢𝐦
𝐱𝐤→𝐱∗

𝐱𝐤+𝟏 − 𝐱∗

(𝐱𝐤 − 𝐱∗)𝟐
=

𝟏

√𝐚
𝟑 = ∞ 

所以此时为一阶局部收敛。 

第 2 章习题 6 

牛顿法中设 x*为 f(x)=0 的单根，且 f’(x*)!=0。迭代公式𝛗(𝐱)，



求证 

𝛗′′(𝐱∗) =
𝐟′′(𝐱∗)

𝐟′(𝐱∗)
 

略 

  



第三周作业 

第 2 章习题 5 

证明迭代公式 

𝐱𝐤+𝟏 = 
𝐱𝐤(𝐱𝐤

𝟐 + 𝟑𝐚)

𝟑𝐱𝐤
𝟐 + 𝐚

 

是计算√𝐚的三阶方法。假定初值 𝐱𝟎 充分靠近根 𝐱∗ ，求 

𝐥𝐢𝐦
𝐱→∞

(√𝐚 − 𝐱𝐤+𝟏) (√𝐚 − 𝐱𝐤)
𝟑⁄  。 

  



解： 

设𝐱∗ = 𝐚，且 

𝛗(𝐱) =  
𝐱(𝐱𝟐 + 𝟑𝐚)

𝟑𝐱𝟐 + 𝐚
 

则 

𝛗′(𝐱) = 
𝟑(𝐱𝟐 − 𝐚)𝟐

(𝟑𝐱𝟐 + 𝐚)𝟐
 , 𝛗′′(𝐱) = 

𝟒𝟖𝐚𝐱(𝐱𝟐 − 𝐚)

(𝟑𝐱𝟐 + 𝐚)𝟑
, 𝛗′′′(𝐱)

=  
−𝟒𝟖𝐚(𝟗𝐱𝟒 − 𝟏𝟖𝐚𝐱𝟐 + 𝐚𝟐)

(𝟑𝐱𝟐 + 𝐚)𝟒
 



故𝛗′(𝐱) = 𝛗′′(𝐱) = 𝟎      𝛗′′′(𝐱) =
𝟑

𝟐𝐚
≠ 𝟎 

所以，该迭代公式是计算√𝐚的三阶方法。 

对𝐱𝐤+𝟏 = 𝛗(𝐱𝐤)作 Taylor 展开如下 

𝐱𝐤+𝟏 − 𝐱∗ = 𝛗(𝐱𝐤) − 𝛗(𝐱∗) 

= 𝛗′(𝐱∗)(𝐱𝐤 − 𝐱∗) + 𝛗′′(𝐱∗)
(𝐱𝐤 − 𝐱∗)𝟐

𝟐!
+ 𝛗′′′(𝛏𝐤)

(𝐱𝐤 − 𝐱∗)𝟑

𝟑!

 

       𝛏𝐤在𝐱𝐤和𝐱∗之间 

故 

𝐥𝐢𝐦
𝐤→∞

𝐱𝐤+𝟏 − 𝐱∗

(𝐱𝐤 − 𝐱∗)𝟑
=

𝟏

𝟑!
𝛗′′′(𝐱∗) 



所以 

𝐥𝐢𝐦
𝐱→∞

√𝐚 − 𝐱𝐤+𝟏

(√𝐚 − 𝐱𝐤)
𝟑

=
𝟏

𝟑!

𝟑

𝟐𝐚
=

𝟏

𝟒𝐚
 

第二章第 9 题 

用下列方法求 ( ) 3 3 1 0f x x x= − − = 在 0 2x = 附近的根。根的准确

值
* 1.87938524x = ，要求计算结果有 4 位准确的有效数字。 

（1）用牛顿法 

（2）用割线法，取 0 12, 1.9x x= =  

解： 



（1） 

( )

( )

( ) ( )

2

3
1

1 2

3 3

3 1

3 1

k k k
k k k

k k

f x x

f x x x
x x x

f x x

+

+

 = −

− −
= − = −

 −
 

（2） 

( )

( ) ( )
( )

( )( )

( ) ( )

1 1

1

3

1 1

3 3

1 1

3 1
       = 

3 3

k

k k k k

k k

k k k k

k

k k k k

f x
x x x x

f x f x

x x x x
x

x x x x

+ −

−

+ −

− −

= − −
−

− − −
−

− − −
 



第 3 章习题 1 

𝐀 = [
𝟎. 𝟔 𝟎. 𝟓
𝟎. 𝟏 𝟎. 𝟑

] 

计算𝐀的行范数，列范数，2-范数。 

解： 

𝐀的行范数‖𝐀‖∞ = 𝟏. 𝟏𝐀的列范数‖𝐀‖𝟏 = 𝟎. 𝟖为求𝐀的 2-

范数，先求𝐀𝐓𝐀的特征值 

𝐀𝐓𝐀 = [
𝟎. 𝟑𝟕 𝟎. 𝟑𝟑
𝟎. 𝟑𝟑 𝟎. 𝟑𝟒

] 

设𝐀𝐓𝐀的特征值为𝛌 



(𝛌 − 𝟎. 𝟑𝟕)(𝛌 − 𝟎. 𝟑𝟒) − 𝟎. 𝟑𝟑 × 𝟎. 𝟑𝟑 = 𝟎 

解，得𝛌𝟏 = 𝟎. 𝟔𝟖𝟓𝟑, 𝛌𝟐 = 𝟎. 𝟎𝟐𝟒𝟕 

所以，𝐀的 2-范数‖𝐀‖𝟐 = √𝛌𝐦𝐚𝐱 = √𝟎. 𝟔𝟖𝟓𝟑 = 𝟎. 𝟖𝟐𝟕𝟖。 

第三章第 2 题 

设
nx R ，求证： 1

x x n x
 
   

证明： 

1
max i

i n
x x

  
=

 

1
1

i

i n

x x
 

= 
 



 不妨设 kx x


=  

则 1
1

k i k

i n
i k

x x x x x


 


= +  =
 

对于任意1 i n  ，有 i kx x  

故 1
1

i k

i n

x x n x n x


 

=    

得证。 

第 3 章习题 3 

   
设

n nP R  且非奇异，又设 x 为 nR 上一向量范数，定义



P
x Px= ，试证明 P

x 是 nR 上向量的一种范数。 

证明：从范数的定义出发，证明正定性、齐次性、三角不等式

和相容性。 

第 3 章习题 5 

试证明：如果 A是正交阵，则 ( )
2

1cond A =  

证明：根据矩阵条件数和 2 范数定义求证。 

第 3 章习题 4 

设矩阵
2

1 1
A

  
=  
 

，其中 R ，证明当 2

3
 =  时， ( ) 1cond A


= 有



最小值。 

证明： 

2
3      

3

2
2           

3

A

 




  
 

  
= 

       

故有
1

1

2
0.5     

31 1

1 2min
     min

3 3

ij
i

j
x

A
Ax a

x






−




=



  
 

 
= = = 

     

  



即
( )

2

2
0.5     

3

1 2
     

3 3

cond A






  
 

 
= 

     

，因此有当
2

3
 =  时， ( ) 1cond A


= 且为最

小值。 

第 3 章习题 7 

证明： 

  右上角元素 1

Ta 表示经过消去法一步后得到的矩阵元素，由

Guass 消去法的原理可知，对 , 2,3, ,i j n = 有 ( )1 11

11 11

i iji
ij ij ij ij

a aa
a a a a

a a
= − = −  

其中，由于 A是对称矩阵，有 1ij ja a= ，其对角位置上的元素为



( ) ( )1 1 1 1

1

11 11

j i ij

ji ji i ij ij

a a a
a a a a a

a a
= − = − = ，由于 ,i j的任意性，可知 2A 是对称矩阵。 

第 3 章习题 12 

分别采用高斯消去法和直接 LU 分解法对下述矩阵进行

LU 分解，写出矩阵 L 和 U： 

1 1 1 1 2 3

0 4 1 , 2 5 2

2 2 1 3 1 5

A B

   
   

= − =
   
   −   

 

解： 



（1）

1 1 1 1 0 0

0 4 1 , 0 1 0

0 0 2 2 1 1

U L

   
   

= − =
   
   − −   

 

（2）

1 2 3 1 0 0

0 1 4 , 2 1 0

0 0 24 3 5 1

U L

   
   

= − =
   
   − −   

 

第 3 章习题 13 



2 1 1 2
1 2 3

2 2 2 3
2 4 5 ,

4 2 4 3
3 5 6

0 0 6 1

A B

 
   
   = =
   
    

− 
 

（1）

1 0 0 3 5 6
0 0 1

2 2
1 0 , 0 1 , 0 1 0

3 3
1 0 0

1 1 1
1 0 0

3 2 2

L U P

   
   

    
    = = =
    
      

   
  

 



（2）

4 2 4 31 0 0 0

0 0 1 021
0 1 01 0 0

0 1 0 032
, ,

0 0 1 0 0 0 6 1 0 0 0 1

1 1 2 1 0 0 0
0 1 0 0 0

2 6 3

L U P

  
    
    
    = = =
    −
    
    −
     

 

第 3 章习题 14 

设𝑨,𝑩,𝑪均为𝑛×𝑛矩阵，且𝑩、𝑪非奇异，𝒃是𝑛维向量，要

计算𝒙 = 𝑩-1 (2𝑨+𝑰)(𝑪-1+𝑨)𝒃, 

请给出一个合理、高效率的算法流程. 

解： 



显然应该从右至左，先计算向量和矩阵的乘法，避免矩阵

之间的乘法。遇到求逆的时候，应该使用部分主元的 LU 分解

法。 

y1=C
-1b+Ab 

y2=(2A+I)y1=2（A y1）+ y1 

x=B-1y2 

注意y2的运算中数乘2可以提出来，减少一部分数乘运算。

答案不止一种，只要避免数乘矩阵，矩阵乘矩阵，并且没有多

余的（超过两次）求逆运算，就算正确的解决方法。 



解 2：由于求矩阵的逆需要较多计算，因此应该尽量避免求逆

运算，故首先将求逆运算转化为一下步骤： 

（1）计算 2D A I= + ,原式转化为：
1 1 1X B DC b B DAb− − −= +  

（2）计算 1 2 1,b Ab b Ab= =  

（3）设 3Cb b= 解得 3b  

（4）计算 4 3b Db=  

（5）计算 5 2 6 4, ;b Pb b Pb= =  

（6）求解方程
1 5 1 1

2 6 2 2

,

,

Ly b Ux y

Ly b Ux y

= =


= =
 



（7）计算得到 1 2x x x= +  
 

第 3 章习题 17 

下述矩阵能否分解为𝐋𝐔（其中𝐋为单位下三角阵，𝐔为上

三角阵）？若能分解，那么分解是否唯一？ 

A =  [
1 2 3
2 4 1
4 6 7

]，B =  [
1 1 1
2 2 1
3 3 1

]。 

 

解答： 

一个非奇异矩阵𝐀能够分解为𝐋𝐔的充分必要条件是，𝐀的



各阶顺序主子式𝐀𝐢的秩与𝐀的的前𝐢列的秩相同。 

如果矩阵𝐀能够分解为𝐋𝐔，那么存在唯一的𝐋𝐔分解的充要

条件是，𝐀的各阶顺序主子式大于 0。 

对于矩阵𝐀，𝐀𝟐的秩是 1，但𝐀前两列的秩是 2，所以矩阵

𝐀不能分解为𝐋𝐔。 

对于矩阵𝐁，满足上述第一个条件，可以分解为𝐋𝐔，但

𝐝𝐞𝐭(𝐁𝟐) = 𝐝𝐞𝐭(𝐁𝟑) = 𝟎，所以分解不唯一，例如 

B = LU = [
1
2 1
3 x 1

] [
1 1 1

0 −1
x − 2

]      (x ∈ R) 



第 3 章习题 8 

设𝐀 = (𝐚𝐢𝐣)𝐧是对称正定矩阵，经过高斯消去法一步后，𝐀

约化为 

(
𝐚𝟏𝟏 𝐚𝟏

𝐓

𝟎 𝐀𝟐
)， 

其中𝐀𝟐 = (𝐚𝐢𝐣
(𝟐)

)𝐧−𝟏。证明：𝐀的对角元素𝐚𝐢𝐢 > 𝟎 (𝐢 =

𝟏, 𝟐,… , 𝐧)；𝐀𝟐对称正定。



解：因为𝐀是正定矩阵，故对任意𝐗 ∈ 𝐑𝐧有 

𝐗𝐓𝐀𝐗 > 𝟎 

不妨取𝐗 = (𝟏, 𝟎,… , 𝟎)，可以得到𝐚𝟏𝟏 > 𝟎。 

同理，取𝐗 = (𝟎,… , 𝟎, 𝟏, 𝟎, … , 𝟎)，其中 1 的位置是𝐢，则可

以得到𝐚𝐢𝐢 > 𝟎。 

所以𝐀的对角元素𝐚𝐢𝐢 > 𝟎 (𝐢 = 𝟏, 𝟐,… , 𝐧)。 

  



关于对称前面有证明，然后需要证明𝐀𝟐是正定的。 

第一步 Gauss 消去法的作用相当于𝐀𝟐 = 𝐋𝟏𝐀，其中 

𝐋𝟏 =

[
 
 
 
 
 

𝟏

−
𝐚𝟐𝟏

𝐚𝟏𝟏
𝟏

⋮ ⋱

−
𝐚𝐧𝟏

𝐚𝟏𝟏
𝟏

]
 
 
 
 
 

 

显然𝐋𝟏是非奇异阵，即对对任意𝐗 ∈ 𝐑𝐧有𝐋𝟏𝐗 ≠ 𝟎。 

因此(𝐋𝟏
𝐓𝐗)

𝐓
𝐀(𝐋𝟏

𝐓𝐗) > 𝟎 即𝐗𝐓(𝐋𝟏𝐀𝐋𝟏
𝐓)𝐗 > 𝟎 



故𝐋𝟏𝐀𝐋𝟏
𝐓 正定，且𝐀对称。而𝐋𝟏𝐀𝐋𝟏

𝐓 = [
𝐚𝟏𝟏 𝐚𝟏

𝐓

𝟎 𝐀𝟐
] 𝐋𝟏

𝐓 =

[
𝐚𝟏𝟏 𝟎
𝟎 𝐀𝟐

] 

同时𝐚𝟏𝟏 > 𝟎，所以𝐀𝟐正定。因此，𝐀𝟐是对称正定矩阵。



过程略，不可以省略选主元。 

𝐋𝐀 = [

𝟏 𝟎 𝟎
𝟐/𝟑 𝟏 𝟎
𝟏/𝟑 𝟏/𝟐 𝟏

]𝐔𝐀 = [
𝟑 𝟓 𝟔
𝟎 𝟐/𝟑 𝟏
𝟎 𝟎 𝟏/𝟐

]𝐏𝐀 = [
𝟎 𝟎 𝟏
𝟎 𝟏 𝟎
𝟏 𝟎 𝟎

] 

 

𝐋𝐁 =

[
 
 
 
 
 
𝟏 𝟎 𝟎 𝟎
𝟏

𝟐
𝟏 𝟎 𝟎

𝟎 𝟎 𝟏 𝟎
𝟏

𝟐
𝟎 −

𝟏

𝟔
𝟏]
 
 
 
 
 

; 𝐔𝐁 =

[
 
 
 
 
 
𝟒 𝟐 𝟒 𝟑

𝟎 𝟏 𝟎
𝟑

𝟐
𝟎 𝟎 𝟔 −𝟏

𝟎 𝟎 𝟎
𝟏

𝟑 ]
 
 
 
 
 

; 



𝐏𝐁 = [

𝟎 𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟏
𝟏 𝟎 𝟎 𝟎

] 
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计算矩阵 

𝐀 = [
𝟑 𝟏 𝟎
𝟏 𝟑 𝟏
𝟎 𝟏 𝟑

] 

的Cholesky分解 
解： 

过程略，应该采用直接Cholesky分解（平方根法），而不是LDL
T
，然后再

计算𝐋√𝐃。 

𝐋 = [
𝟏. 𝟕𝟑𝟐𝟏 𝟎 𝟎
𝟎. 𝟓𝟕𝟕𝟒 𝟏. 𝟔𝟑𝟑𝟎 𝟎

𝟎 𝟎. 𝟔𝟏𝟐𝟒 𝟏. 𝟔𝟐𝟎𝟐
] 



16、用追赶法解三对角方程组 Ax b= ，其中 

2 1 0 0 0 1

1 2 1 0 0 0

,0 1 2 1 0 0

0 0 1 2 1 0

0 0 0 1 2 0

A b

−   
   
− −
   
   = =− −
   

− −   
   −     

解：对三对角矩阵进行LU分解得 
1 2 1

1 3
1 1

2 2

2 4
1 1

,3 3

3 5
1 1

4 4

4 6
1

5 5

L U

−   
   
   − −
   
   

− −   
= =
   
   

− −   
   
   

−       



即有 LUX b=  

因 LY b= 解算得 1 1 1 1
1

2 3 4 5

T

Y
 

=  
 

，又因UX Y= 解算得 5 2 1 1 1

6 3 2 3 6

T

X
 

=  
 

. 

18、设矩阵 n nA R  严格对角占优，试证明： 

（1）对矩阵 A做部分主元高斯消去时，不需要交换行，即假设经过 1k −

步消去后矩阵 A变为 ( ) ( )( ) ( ), 1, 2, , 1
k k

ij
n n

A a k n


= = − ，则 

( ) ( ) ( ),
k k

kk ska a s k   

（2）矩阵 A非奇异。 

证明： 

因矩阵
n nA R  严格对角占优，即

1,

n

jj ij

i i j

a a
= 

  且至少有一个不等式严格成立，

当因 1k = 时，因 1 1
1 1

11 11

i i
ii i ii i

a a
a a a a

a a
−  −  



又因 1 1

1 1

2, 2,11 11

j j

ij i ij i

j j i j j i

a a
a a a a

a a=  = 

 
−  +  

 
  由此得到 

11
1 1

2,11 11

1

1

2, 2, 11

0

ji
ii i ij i

j j i

j

ii ij i

j j i j j i

aa
a a a a

a a

a
a a a

a

= 

=  = 

 
− − +  

 

= − − 



 
 

综上，得到
11

1 1

2,11 11

ji
ii i ij i

j j i

aa
a a a a

a a= 

 
−  + 

 
  

故经过一次消去后 ( )1
A 仍为按列严格占优， 

综上可得： ( ) ( ) ( )k k

kk ska a s k   

(2)考虑 TA 严格对角占优，即det( ) 0A  ， 

则线性方程组 0Ax = 有非零解 ( )1 2, , ,
T

nx x x x= ，设 maxk ix x= ，则 0kx  ，由假设



1

0kj j

j

a x
=

= ，即
1

kj j kk k kk k k kj kj k kj k

j k j k j k j

a x a x a x x a a x a x
=   

= − =        

与假设矛盾，因此矩阵A非奇异。 

 

第四章第1题 

试证明 ( )
lim

k

k
A A

→
= 的充要条件是对任意向量 x都有

( )
lim

k

k
A x Ax

→
=  

解： 

（1）充分条件： 

若有 ( )
lim

k

k
A A

→
= ，则

( )
lim

k

ij ij
k

a a
→

= ，故有 ( )
lim 0

k

k
A A

→
− = ，又因 ( ) ( )k k

A x Ax A A x−  −  

故可得 ( )
0

k
A x Ax− = ，即有 ( )

lim
k

k
A x Ax

→
=  

（2）必要条件 

若有 ( )
lim

k

k
A x Ax

→
= 对任意 x均成立，不妨取 ( )0,0, 1, ,0

T

ix = ，其中第 i项为1，其余



为0，有 

( ) ( )1 2, , ,
Tk k k k

i i i niA x a a a= ，同理有 ( )1 2, , ,
T

i i i niAx a a a= ，当 i 取1,2,3，…,n时即有 

( )
lim

k

ji ji
k

a a
→

= ，故有 ( )
lim

k

k
A A

→
=  

2、设有方程组 Ax b= ，其中 A为实对称正定矩阵，试证明当 ( )( )
2

0 A  


   时

迭代法 ( ) ( ) ( )( )1
, 0,1,2,

k k k
x x b Ax k

+
= + − = 收敛 

 解：因A为实对称正定矩阵， ( ) ( )max2

TA A A A = = ，不妨设 ( ) maxA = ，又

因 ( )A  ，即 max

max

1 1
0,0 

 
     

进而得到
max

2
0 


   

又因 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1k k k k
x x b Ax I A x b  

+
= + − = − + ， ( )I A− 也是对称矩阵，不妨设 max2

I A − = ，

即有 ( ) ( )0,1I A −  ，又因 



( )I I A A − − = 为非奇异矩阵，综上所述，可知原式收敛。 


