
《特征提取方法综述》读书报告

计算机科学与技术系 52 班杨定澄 学号：2015011274
E-mail:892431401@qq.com

1 引言

这篇论文做了一个现有的基于图形的特征提取方法的综述。有效的图

形特征提取需要满足一些基本的性质，如：

• 可辨别性。

• 平移、旋转、缩放不变性。即平移、旋转、缩放不会影响特征的提取。

• 仿射不变性。仿射变换是从一个坐标系到另一个坐标系的线性映射，
保持二维图形的“平直性”（即变换后直线还是直线不会打弯，圆弧

还是圆弧）和“平行性”（其实是指保持二维图形间的相对位置关系

不变，平行线还是平行线，而直线上点的位置顺序不变，另特别注意

向量间夹角可能会发生变化。）。他可以看做一系列平移、缩放、翻

转、旋转和错切的变换进行复合。特征的提取要尽可能不受仿射变换

的影响。

• 抗噪声：特征必须尽量有对噪声的鲁棒性。

• 掩蔽不变性：当图片的一部分被遮住，剩余部分的特征不变

• 统计独立性：两个特征需要相互独立。

• 可靠性：只要处理同一个图像，提取出来的特征就应该是相同的

通常，图形的描述是用一组数表示的，或者说是以向量的形式，一般

满足如下几个要求：

• 对信息的描述要尽可能完整
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• 描述要尽可能简洁，这样向量的大小就不会太大。

• 对两个向量计算“相似程度”（定义为向量距离）的算法不能太复杂，
不然运行时间会相当长。

图像特征的提取与表示在下列应用中扮演重要角色：

• 图像搜索：在拥有海量图像的数据库中搜索一张图像，一般是通过计
算向量距离选取最小的来实现。

• 图像的识别与分类：通过对向量进行匹配，按特征向量的相似程度分
类。

• 图像的对齐与校准：通过一些变换使特征向量尽可能相似，从而达到
效果。

• 图像的近似与简化：重新构造一个尽可能相似的图像，满足特征向量
比较接近。

图像的特征有很多种，他们各具特点。有的容易计算且直观，有的计

算时间复杂度低，有的不变性好，有的对于噪声具有优秀的鲁棒性。

我们应该结合他们各自的特征，针对具体问题具体分析。

这篇论文是一篇综述性质的论文，故详略不一的介绍了各种各样的特

征提取方法，下图是一张目录。
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接下来，将会按照目录的顺序进行简单的介绍。

由于这篇论文的很多术语找不到比较正式的中文翻译，所以接下来的

很多术语我都会注明他的英文。

2 形状参数（Shape parameters）

我们可以用一些图像的参数来表示，包括“Center of gravity, Axis of
least inertia, Digital bending energy, Eccentricity, Circularity ratio, Elliptic
variance, Rectangularity, Convexity, Solidity, Euler number, Profiles, Hole
area ratio”

2.1 重心（Center of gravity）

重心也被称为质心（其实并不完全正确），我们假设要处理的二维图形

轮廓为区域 D，定义函数
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f(x, y) =

1 if (x, y) ∈ D

0 otherwise

定义 N 为区域上的点数，即集合 {(x, y)|f(x, y) = 1} 的大小。那么质
心 (gx, gy) 就满足： 

gx = 1
N

N∑
i=1

xi

gy = 1
N

N∑
i=1

yi

但是直接用这个公式，得到的结果会受具体点的分布疏密程度的影响

（因为这是轮廓线重心而不是图形重心）

假设轮廓是闭曲线，记离散参数方程为 Γ(n) = (x(n), y(n)), n ∈ [0, N−
1],Γ(N) = Γ(0)。

接着介绍一点有关重心的知识。假设要计算一个多边形的重心，一个

方法是将多边形分割成若干个部分，算出每一个部分的面积和重心。接着

按加权平均就得到整个多边形的重心。而最简单的多边形，自然就是三角

形了。

三角形的重心和面积都能非常容易的计算，如果一个三角形的点是

(x1, y1), (x2, y2), (x3, y3)，那么重心就是 (x1+x2+x3

3
, y1+y2+y3

3
)，而面积可以

用叉积计算。

另外，计算一个多边形的面积有这么一个方法，假设多边形是 (P1, P2, P3, · · · , Pn)，

我们可以拆成恰好 n 个三角形，其中第 i 个三角形是 OPiPi+1(1 ≤ i < n)，

而第 n 个三角形是 OPnP1，O 是坐标轴原点。接着计算他们的有向面积相

加，不在多边形内的部分会正负相抵。

重心同样可以用这种方法计算，因此我们可以导出重心公式。

对于三角形OPiPi+1，他的有向面积是 xiyi+1−yixi+1，重心是 (xi+xi+1

3
, yi+yi+1

3
)

首先计算多边形的面积为 A = 1
2
|
N−1∑
i=0

(xiyi+1 − xi+1yi)|，接着导出多边

形重心坐标公式：
gx = 1

6A

N−1∑
i=0

(xi + xi+1)(xiyi+1 − xi+1yi)

gy = 1
6A

N−1∑
i=0

(yi + yi+1)(xiyi+1 − xi+1yi)
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2.2 最小惯性轴（Axis of least inertia）

仍然用轮廓表示物体。

若一个物体对于某个轴的转动惯量最小，这个轴称为他的最小转动轴。

即对于一个物体，找一个轴，使得轮廓上每个点到这个轴的距离的平

方和最小，就是最小转动轴。

最小转动轴同样是一个比较好的用来比较两个图像的参数。

根据物理定义，最小转动轴必定经过重心。我们通过平移变换将

重心移到原点，假设最小转动轴的极角为 θ，就知道他的参数方程是

x sin(θ)− y cos(θ) = 0。

定义 a =
N−1∑
i=0

x2i , b =
N−1∑
i=0

2xiyi, c =
N−1∑
i=0

y2i，定义最小转动轴与 x 轴的

夹角为 α。

我们知道对于直线 Ax + By + C = 0，点 P (x, y) 到直线的距离公式

是：

|Ax+By + C|√
A2 +B2 + C2

在这个问题中，直线是 x sin(θ)− y cos(θ) = 0。故有 C = 0, A2 +B2 =

1。

代入公式并展开，配合三角函数的二倍角公式，就可以算出惯量为

I = 1
2
(a+ c)− 1

2
(a− c) cos(2α)− 1

2
b sin(2α)。

求导可知， dI
dα

= (a − c) sin(2α) − b cos(2α), d2I
dα2 = 2(a − c) cos(2α) +

2b sin(2α)
令 dI

dα
= 0，可解出

α =
1

2
arctan( b

a− c
),−π

2
< α <

π

2

接着就知道

θ =

α+ π
2

if d2I
dα2 < 0

α otherwise

2.3 平均弯曲能量（Average bending energy）

定义 BE = 1
N

N−1∑
s=0

K(s)2，K(s) 为曲率函数，s 是弧长参数，N 是轮

廓线上的点数。
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具体计算较为麻烦，论文中也只是引用了别人的工作而没有详细讲解。

可以证明圆是具有最小平均弯曲能量的图形。

2.4 离心率（Eccentricity）

离心率的数学定义应该是焦点间距离和长轴的比值，大概是因为这样

子不方便计算，论文中将离心率定义为计算长轴与短轴的比值。

离心率可以用主轴法或最小边界矩形法计算。

2.4.1 主轴法（Principal axes method）

定义图形的协方差矩阵 C 为：

C =
1

N

N−1∑
i=0

[
xi − gx

yi − gy

][
xi − gx

yi − gy

]T

=

[
cxx cxy

cyx cyy

]
接着计算矩阵 C 的特征值，分别为 λ1, λ2, λ1 < λ2，就有离心率为

E = λ2

λ1

2.4.2 最小边界矩形法（Minimum bounding rectangle）

我们用一个最小的矩形来覆盖所有点，假设矩形的长为 L，宽为 W，

我们就可以通过这个计算了。

在这里提一下如何通过最小的矩形覆盖所有点，如果矩形是横平竖直

的话或许很好算，但是考虑到矩形可以旋转（论文中给的例子就是这样

的），就不方便计算了。

一个做法是说，我们先对所有点求出凸包，接着可以证明，矩形必有

一条边贴着凸包上的某一条边。

枚举这条边，计算对边和临边即可。其中对边一定贴着到他距离最远

的点，而临边的计算则可以求出所有点到他的投影，就能得到两个极点，

这两个点分别会被两条临别紧贴。

这种方法称之为旋转卡壳法，求出凸包后的复杂度是 O(n) 的。

2.5 圆率（Circularity ratio）

他表示一个图形有多接近圆，有 3 种定义：
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• 他的面积与一个拥有同样周长的圆的面积比。C1 = As

Ac
。As 是图

形的面积，Ac 是对应的圆的面积。假设他的周长是 O，可以算出

Ac =
O2

4π
。

• 由于 4π 是常数，我们可以定义第二种圆率为 C2 =
As

O2

• 定义 di =
√
(xi − gx)2 + (yi − gy)2，µR = 1

N

∑N−1
i=1 di, σR =

√
1
N

∑N−1
i=1 (di − µR)2, Cva =

σR

µR

2.6 椭圆方差（Ellipse variance）

假设 Ce 为主轴法的 C，再假设

Vi =

[
xi − gx

yi − gy

]

定义 d′i =
√
V T
i C

−1
e Vi, µ

′
R = 1

N

N−1∑
i=1

d′i, σ
′
R =

√
1
N

N−1∑
i=1

(d′i − µ′
R)

2, Eva =

σ′
R

µ′
R

2.7 矩形度（Rectangularity）

假设 As 为图形的面积，AR 为最小外接矩形的面积。

他的矩形度就定义为 As

AR

2.8 凸性（Convexity）

凸性定义为图形的凸包周长与图形的周长的比值。

2.9 固性（Solidity）

定义为图形的面积与凸包面积的比值。

2.10 欧拉数（Euler number）

欧拉数用来表示一个图形的联通块个数与洞数之差。
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2.11 外形（Profiles）

用来表示投影到 x 轴和投影到 y 轴的信息。

prox(i) =
jmax∑

j=jmin

f(i, j), proy(j) =
imax∑

i=imin

f(i, j)

f(x, y) 的定义和重心时的定义一样。

2.12 洞面比（Hole area ratio）

假设 As 表示面积，Ah 表示所有洞的面积，HAR = Ah

As

3 一维函数表示法（One-dimensional function
for shape representation）

上面的方法都是通过图形的某个参数来表示，接着我们考虑计算一个

图形的某个函数。

3.1 复数坐标（Complex coordinates）

对于轮廓线上的点 Pn(x(n), y(n))，记 z(n) = [x(n)− gx] + i[y(n)− gy]

3.2 质心距离函数（Centroid distance function）

定义 r(n) = [(x(n)− gx)
2 + (y(n)− gy)

2]

3.3 正切角（Tangent angle）

定义 θ(n) = θn = arctan( y(n)−y(n−w)
x(n)−x(n−w)

)，w 自己定。

该方法对噪声是比较敏感的，所以一般要先进行过滤。此外，该方法

得到的 θ(n) 将不连续，我们可以定义 φ(n) = [θ(n) − θ(0)], t = 2πn
N
，就有

φ(n) = φ( tN
2π

)，最后定义 ψ(t) = φ( tN
2π

)− t, t ∈ [0, 2π]，这样就好些了。

3.4 轮廓曲率（Contour curvature）

曲率函数：K(n) = x′(n)y′′(n)−y′(n)x′′(n)

(x′(n)2+y′(n)2)3/2
。

假设改为弧长参数方程，即 x = x(s), y = y(s)，矢函数 r(s) =

(x(s), y(s))，就有 K(s) = x′(s)y′′(s)−y′(s)x′′(s))
r′(s)3

。
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曲线以弧长为参数时，其切矢量为单位矢量

因此就有 K(s) = x′(s)y′′(s)− y′(s)x′′(s)

该参数在平移、旋转操作下不会有影响，但是在缩放操作下会成比例

的变化。为了处理这种现象，我们令 K ′(s) = K(s)
1
N

∑N
s=1 |K(s)|

对于弧长的计算，可以用向心法近似：

定义 dn 为点 Pn 与 Pn+1 的距离，P =
N∑

n=1

dn, L =
N∑

n=1

√
dn，令

s1 = 0, sk = sk−1 +
P
√

dk−1

L
。

3.5 面积函数（Area function）

定义 S(n) 表示点 Pn, Pn+1, (gx, gy) 所构成的三角形面积。

3.6 三角面积表示（Triangle-area representation）

自己拟定一个 ts，记 TAR(n, ts) 为 ∆Pn−tsPnPn+ts 的有向面积，即

TAR(n, ts) =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
xn−ts yn−ts 1

xn yn 1

xn+ts yn+ts 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.7 弦长函数（Chord length function）

对于点 P，过他作法向量，取轮廓线上最近的交点 P ′，从而得到 PP ′

间距离。这个量在平移后不会变，但对噪声比较敏感。

4 多边形近似（Polygonal approximation）

多边形近似指的是通过一个多边形来近似给定的轮廓线，主要操作分

为合并和分裂两部分。

4.1 合并（Merging methods）

4.1.1 距离阈值法（Distance threshold method）

我们枚举每个像素点，一个个加入。一开始先选择一个点作起始点。
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当新添加一个像素点时，做一条直线连接他和起始点，然后计算他们

之间的点中和直线距离的最值，拿他和阈值进行比较。

如果超过了阈值，就改为一条线段从起始点直接连到他的上一个点再

连到他。

对于点 Pi(xi, yi), Pj(xj , yj), Pk(xk, yk)，可以算出点 Pk 到直线 PiPj 的

最近距离为：

dk(i, j) =
|(xj − xi)(yi − yk)− (xi − xk)(yj − yi)|√

(xj − xi)2 + (yj − yi)2

4.1.2 隧道法（Tunneling method）

我们试着用一条隧道来近似轮廓线，隧道由一些直线段组成，但要尽

可能地减少线段个数。

我们任取一个点从他出发，沿着轮廓线建立隧道，直到曲率过大以至

于无法继续走时，新建一个隧道来转弯。

这样子一直走到终点，就叫隧道法。

4.1.3 多边形变换（Polygon evolution）

多边形变换的思路很简单，每一步变换操作，选择相邻的两条直线段，

试着将他们合并成一条。

假设线段分别是 s1, s2，定义 β(s1, s2) 为两线段的夹角，而 l(s) 为线

段 s 的长度。

定义 K(s1, s2) =
β(s1,s2)l(s1)l(s2)

l(s1)+l(s2)

那么当 K(s1, s2) 足够小时，就意味着这两条线段并不重要，可以合并

为一条了。

4.2 分裂

分裂操作是当多边形的近似程度不令人满意时，进一步逼近的手段。

他是合并的逆过程。

对于多边形上的一条边 AB，考虑轮廓线上 AB 间的每个点，计算这

些点到 AB 的距离，选出最远点 P。

如果 P 到 AB 的距离过于大了，就将边 AB 分裂为 AP 和 PB。
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5 空间关系特征（Spatial interrelation feature）

5.1 自适应网格分辨率（Adaptive grid resolution）

首先要介绍一下四分树的概念。

四分树是一个数据结构，可以看做一维线段树在二维平面上的自然扩

展。

这个数据结构是一棵四叉树，对于树上每一个点，会代表一个正方形

区域。接着，将这个正方形一分为四，就能作为他的四个儿子。

我们从根节点出发递归建树，假设对应区域全是 1，就停下来；如果不

全是 1，就一分为四递归建立。

很显然得到的四分树，对于旋转操作不具有不变性。为此我们可以在

一开始，就按照某个要求将图形先旋转成某个标准形式，这样的话就能保

证旋转不变性了。

至于这个标准形式是什么呢？我们先找到距离最远的两个点 P1, P2，

然后将他们旋转使得 P1P2 平行于 x轴。可是即使如此仍然有两种可能（即

P1 在左边还是右边），我们再严格要求质心在 P1P2 下方，这样就只有一种

标准形式了。

这么一来，就具有旋转不变性。同时，由于 P1, P2 是相隔最远的两个

点，我们就可以做一个边长为 P1P2 的正方形，包含所有点了。这个正方形

正好可以用作四分树根节点所对应的正方形。

从根节点出发，递归建立四分树。

这么一来，首先他在平移、旋转下得到的四分树肯定是一样的，对于

缩放操作，由于根节点所对应会跟着缩放，所以仍然是不变的。

因此，它具有自适应的特点。

5.2 边界框（Bounding box）

首先和上面的方法一样，仍然是要旋转到标准形式保持不变性。

接着构造一个边长平行于坐标轴的 w × h 的矩形将图形覆盖，然后人

为定义参数 n,m，将它分成 n×m 个部分。

注意并不是均匀地分成这么多部分，而是先将矩形的长边均匀分成 n

份，对于每一份，找到该区域里的点的纵坐标的最小最大值，从而得到包
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含这一部分点的矩形高度，再均匀分成 m 份。

这样的好处是他是自适应的。

最后具体到表示法，假设 (vx, vy) 是最开始的覆盖所有点的矩形的左下

角左边，Bij 是第 i 行 j 列个小矩形，他的中心坐标是 (uijx , u
ij
y )，就定义[

µij
x

µij
y

]
=

[
(µij

x − vx)/w

(µij
y − vy)/h

]

5.3 凸包法（Convex hull）

凸包指的是用一个最小的凸多边形保住所有的点。

凸包的求法有很多，这里为了方便表示，使用一种叫 concavity tree 的
数据结构递归求凸包，而求解过程得到的信息就能用来表示了。

而他也是在平移、旋转、缩放下不变的一个量，并对噪声有较强的鲁

棒性。（大多数噪音点是不会对凸包产生影响的）

5.4 链码（Chain code）

链码是用来描述轮廓线的。

5.4.1 基本链码（Basic chain code）

一个轮廓线可以看做是四联通或者八连通的，我们沿着轮廓线运

动的过程可以看做是一个方向集合，方向集合用 {i|i = 0, 1, · · · , 7} 或
{i|0, 1, 2, 3} 表示。
这种表示法在平移下是不变的，我们可以进行一些处理使得他在旋转

下也不变。

一个技巧叫 Differential chain codes，意思就是对得到的方向向量在模
意义下做差分。

5.4.2 顶点链码（Vertex chain code）

我们只考虑轮廓线上的点，把点分成 3 类：

1. 边上的点，记作 2

2. 如果是角落上的点，角度为 90◦，记作 1

12



3. 如果是角落上的点，角度是 270◦，记作 2

•

这里有一个清楚的例子。

5.4.3 链码直方图

将得到的链码画出一张直方图。

5.5 平滑曲线分解（Smooth curve decomposition）

将轮廓线分解成若干段高斯平滑曲线。

对每一段曲线，记录他的两个属性。第一个是这段曲线里的曲率函数

最大值，另一个则是曲线的方向。
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5.6 基于最小惯性轴的符号表示（Symbolic representation
based on the axis of least inertia）

我们求出最小惯性轴后，将图像上的点在轴上做投影，就能在最小惯

性轴上得到许多点，其中有两个极点。

连接他们得到一条线段，将这条线段 n 等分，就能等间距地取到若干

特征点。

对于每一个特征点，做垂直于最小惯性轴的垂线，就能与图像产生若

干个交点，得到若干段在图像内的线段。

将这些线段的长度排好序，就得到集合 fi，最后将集合全部考虑进来

就有特征向量 F = [f1, f2, · · · , fn]

5.7 光束角度统计（Beam angle statistics）

对于第 i个点，定义 Ck(i) = θVi+k
−θVi−k

，而 θVi+k
= arctan yi+k−yi

xi+k−xi
, θVi−k

=

arctan yi−k−yi

xi−k−xi
。

最后求 Cm
k (i) 的期望，即

N/2−1∑
k=1

Cm
k (i)Pk(Ck(i))

5.8 图像矩阵（Shape matrix）

5.8.1 方形模型图像矩阵 (Square model shape matrix)

先求出图形的质心 G，求出图形中到质心最远的点，假设距离为 L。

以质心为中心，做一个边长为 2L 的、包含整个图形的正方形，将它平

均分成 n× n 个小格子。

定义 µ(S) 表示图形 S 的面积，S 表示整个图形，Skj 表示第 k 行 j

列个小格子，就能定义出矩阵 B：

Bkj =

1 µ(Skj ∩ S) ≥ µ(Skj)/2

0 otherwise

5.8.2 极角模型图像矩阵（Polar model shape matrix）

和方形模型类似，只不过是按 θ, r 这两个量均匀分成 n×m 个部分。

最后得到一个 n×m 的矩阵。
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5.8.3 图像文本（Shape context）

现在图像里采样若干个点。

对于一个采样点，以他为中心建立极角坐标系，将极角坐标系按纬度

和距离分成若干段，对每一段内的点数进行统计。

这种方法依据和其他点的相关关系，从而能比较像素点的相似程度。

采样点越多，方法月精准。

5.8.4 弦分布（Chord distribution）

统计每对点的距离，可以看做是统计每条弦长。

对得到的统计结果建立直方图。

5.8.5 震动图（Shock graphs）

这个方法可以看做是求出一个图的“骨架”。

每次在中心做一个和图形双切的圆，分成两部分分治做下去。

最后中心的移动轨迹就成了一个“中轴”。

移动轨迹如果看做是有向的，我们从第一个点出发，就能得到一张有

向无环图了。

6 矩

6.1 边界矩（Boundary moments）

我们先来定义 r 阶矩和 r 阶中心矩：

mr =
1

N

N∑
i=1

[z(i)]r, µr =
1

N

N∑
i=1

[z(i)−m1]
r

根据定义，我们可以对轮廓线求矩。矩的计算并不难，但他要计算 r

次方，可能导致值过大。

6.2 区域矩（Region moments）

顾名思义，上面是对轮廓线求矩，这里就改成对区域求矩了。
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mpq =
∑
x

∑
y

Ψpq(x, y)f(x, y)

Ψ 函数是自己定义的。

6.2.1 不变矩（Invariant moments）

我们定义 Ψpq(x, y) = xpyq，代入上式得到几何矩：

mpq =
∑
x

∑
y

xpyqf(x, y)

再定义中心矩

µpq =
∑
x

∑
y

(x− x̄)p(y − ȳ)qf(x, y)

一些比较好的矩不受平移、旋转和缩放、镜面变换的影响，他们包括

ϕ1 = η20 + η02

ϕ2 = (η20 − η02)
2 + 4η211

ϕ3 = (η30 − 3η12)
2 + (3η21 − η03)

2

ϕ4 = (η30 + η12)
2 + (η21 + η03)

2

ϕ5 = (η30 − 3η12)(η30 + η12)[(η30 + η12)
2 − 3(η21 + η03)

2]

+ (3η21 − η03)(η21 + η03)[3(η30 + η12)
2 − (η21 + η03)

2]

ϕ6 = (η20 − η02)[(η30 + η12)
2 − (η21 + η03)

2]

+ 4η11(η30 + η12)(η21 + η03)

ϕ7 = (3η21 − η02)(η30 + η12)[(η30 + η12)
2 − 3(η21 + η03)

2]

+ (3η12 − η30)(η21 + η03)[3(η30 + η12)
2 − (η21 + η03)

2]

这种做法一个缺点是涉及到指数函数，会导致值过大。

6.2.2 代数不变矩（Algebraic moment invariants）

将前 k 阶中心矩，作为一个矩阵的特征值。
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6.2.3 Zernike 矩（Zernike moments）

Zernike 曾提出一组在单位圆上的正交多项式，定义为：

Vnm(x, y) = Vnm(r cos θ, r sin θ) = Rnm(r) exp(jmθ)

Rnm(r) =

n−|m|/2∑
s=0

(−1)s
(n− s)!

s!× (n−2s+|m|
2

)!(n−2s−|m|
2

)!
rn−2s

然后定义 Zernike 矩：

Znm =
n+ 1

π

∑
r

∑
θ

f(r cos θ, r sin θ)Rnm(r) exp(jmθ)

6.2.4 径向切比雪夫矩（Radial Chebyshev moments）

定义径向切比雪夫矩：

Spq =
1

2πρ(p,m)

m−1∑
r=0

2π∑
θ=0

tp(r) exp(−jqθ)f(r, θ)

其中 tp(r) 的定义是：

t0(x) = 1

t1(x) = (2x−N + 1)/N

tp(x) =
(2p− 1)t1(x)tp−1(x)− (p− 1)(1− (p−1)2

N2 )tp−2(x)

p

ρ(p,N) 的定义是：

ρ(p,N) =
N(1− 1

N2 )(1− 22

N2 ) · · · (1− p2

N2 )

2p+ 1
,m = 1 +

N

2

(r, θ) 与 (x, y) 的映射关系是：

x =
rN

2(m− 1)
cos(θ) + N

2

y =
rN

2(m− 1)
sin(θ) + N

2
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7 尺度空间方法（Scale space approaches）

7.1 曲率尺度空间（Curvature scale-space）

将曲线用参数 µ 表示 Γ(µ) = (x(µ), y(µ)),Γσ(µ) = (X(µ, σ), Y (µ, σ))

定义 ∗ 为卷积，有 X(µ, σ) = x(µ) ∗ g(µ, σ), Y (µ, σ) = y(µ) ∗ g(µ, σ)，
而 g 函数则是正态分布的密度函数：

g(µ, σ) =
1√
2πσ2

exp(− µ2

2σ2
)

有了函数 X,Y 后，就能求出关于 µ的曲率，以及 X,Y 各自关于 µ的

一阶、二阶导。

7.2 交叉点地图（Intersection points map）

还可以用一个高斯平滑曲线来近似，并通过新曲线与原曲线的交点信

息代替二阶导。

8 图像变换域（Shape transform domains）

8.1 傅里叶描述子（Fourier Descriptor）

8.1.1 一维傅里叶描述子（One-dimensional Fourier descriptors）

对于每个点 t 计算出质心距离函数 r(t)，再通过质心距离函数得到傅

里叶系数

an =
1

N

N−1∑
t=0

r(t) exp(−j2πnt
N

), n = 0, 1, · · · , N − 1

显然，对于平移、旋转，得到的傅里叶系数都保持不变。对于缩放操

作，以及把起点从初始点变为另一个点，初始系数是 a
(o)
n 。假设 s 为缩放

因子，τ 表示初始点下标变化量，可计算新的傅里叶系数

an = exp(jnτ)× s× a(o)n

记 bn = an

a1
，可以发现有 |bn| = |b(o)n |，也就是说 |bn| 是对平移、旋转、

缩放、换一个初始点都不变的量。
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8.1.2 基于区域的傅里叶描述子（Region-based Fourier descriptor）

首先要将极坐标系转为笛卡尔坐标系，步骤如下：

1. 将图像旋转一个角度。

2. 沿 x 轴正方向将像素点拷贝

3. 不断重复，直到转过 360◦

这么一来，就实现了极坐标系和笛卡尔坐标系的转化。定义函数

f(r, θi) 类似于求质心时的 f(x, y)，来求函数 pf：

pf(ρ, ϕ) =
∑
r

∑
i

f(r, θi) exp[j2π( r
R
ρ+

2πi

T
ϕ)]

最后用 GFD 来描述区域，假设 S 代表面积，GFD 定义为：

GFD = {|pf(0, 0)|
S

, |pf(0, 1)
pf(0, 0)

|, · · · , |pf(0, n)
pf(0, 0)

|, · · · , |pf(m, 0)
pf(0, 0)

|, · · · , |pf(m,n)
pf(0, 0)

|}

8.2 小波变换（Wavelet transform）

小波变换是继承自傅里叶变换的另外一种变换分析方法，有不少优秀

的性质，应用非常广泛。

8.3 角径向变换（Angular radial transformation）

定义

Am(θ) =
1

2π
ejmθ

Rn(ρ) =

1 n = 0

2 cos(nρπ) n ̸= 0

Vnm(ρ, θ) = Am(θ)Rn(ρ)

Fnm =

∫ 2π

0

∫ 1

0

Vnm(ρ, θ)f(ρ, θ)ρdρdθ

随着 n,m 的不同取值，将得到不同的结果。这种表示法在平移、缩放

下都是鲁棒的。
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8.4 图像特征谐波嵌入（Shape signature harmonic
embedding）

定义泊松核函数

PR(r, θ) =
R2 − r2

R2 − 2Rr cos(θ) + r2

对于任何一种图像特征 s[n], n = 0, 1, · · · , N − 1，我们定义 u(Rejϕ) =

u(Rejω0n) = s[n]，其中 ω0 =
2π
N
, ϕ = ω0n

谐波函数 u 就能写作

u(rejθ) =
1

2π

∫ 2π

0

u(Rejϕ)PR(r, ϕ− θ)dϕ

8.5 R-变换（R-Transform）

在原论文中不是 R，而是一个奇怪的字符，不会打。

首先定义 Radon 变换为

TR(ρ, θ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y)δ(x cos(θ) + y sin(θ)− ρ)dxdy

δ(x) =

1 x = 0

0 otherwise

该变换本质是在直线 ρ = x cos(θ) + y sin(θ) 上进行积分。
接着再定义 R 变换

Rf (θ) =

∫ ∞

−∞
T 2
R(ρ, θ)dρ

该变换还能和傅里叶变换相结合，得到一种新的表示法 RTD。

9 总结

阅读这篇论文带给了我很大的收获。

这篇论文主要的思想就是通过各种各样的方式寻找一个图形各种各样

的量，这些量可以是一个值，可以是一个函数，可以是一个矩阵。

通过比较量的距离，来比较图像的相似程度。
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而不同的量有不同的优势，可以针对不同的变换方法。

有的量比较容易，比如质心，最小惯性轴；但有的量需要用到相对较

为高深的数学知识，如最后两章。
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