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（考题） 

1. （2010）解方程 1 .ze i �  

ln 2 ( 2 ),
4

i k kS S� � � . 

2. （2010）求 � �1/38i� ，用 a+bi表示. 

2 , 3 , 3i i i� � . 

3. （2010）求证：在半径为 r 的半圆 Cr上的线积分 

1

, 1,
0, ,

2 ,
1

r

n

C n

i n
z z n

r n
n

S

�

­
°  �
°° ®
°
°�
° �¯

³ d 为其它奇数

为偶数.

 

0
d (cos( 1) sin( 1) )d .

i

r

z re
n

C

z z n i n
T

S
T T T

 

 � � �³ ³  

4. （ 2008 或 2009 ） (a) 设 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + i𝑣(𝑥, 𝑦) 处 处 解 析 ， 写 出 𝑓(𝑧) 的
Cauchy-Riemann 条件，并用𝑢, 𝑣的𝑛阶偏导给出𝑓(𝑛)(𝑧)的表达式； 

(b)设𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + i𝑣(𝑥, 𝑦)处处解析，证明𝑢(𝑥, 𝑦)满足 Laplace 方程。 

( )(a) , ; ( ) ;
n n

n
n n

u v u v u vf z i
x y y x x x
w w w w w w

  �  �
w w w w w

 

(b) ( )f zc 也解析. 

5. （2008 或 2009）写出cos(3𝑥 + 2𝑦i)的实部、虚部；(b)求(4i)i的一般值。 
（求 sin(x+iy)、cos(x+iy)的实部和虚部，x，y∈R） 

(a) Re[cos(3 2 )] cos3 ch 2 ,x yi x y�   

Im[cos(3 2 )] sin3 sh 2 ;x yi x y�  �  

(b) 
2

2 (cos ln 4 sin ln 4),k .
k

e i
S S� �

� �  

（sin(x+iy)=sinxchy+icosxshy,cos(x+iy)=cosxchy-isinxshy） 
6. （2004.6）证明 Liouville 定理。 

设
0

( ) k
k

k
f z c z

f

 

 ¦ 且 ( )f z Md ，则 1

1 ( ) d
2k k

z r

f zc z
i zS �

 

 ³ ， 

1

1 ( ) d
2k k k

z r

f z Mc z
z rS �

 

d d³ . 

令 rof，得 0, 1,2,3,...kc k   
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故 f(z)=c0为常数. 
7. （2008 或 2009）求以下复积分： 
(a) 

𝐼 = ∮
d𝑧

1 + 𝑧𝑛
|𝑧|=3

 

(b) 

𝐽 = ∮
cos2𝑧 -1

𝑧𝑚
|𝑧|=1

d𝑧 

 

2 , 1,
(a) 2 , 1,

0, .

i n
I i n

n

S
S

 ­
° �  �®
°
¯ 为其他整数

 

1
2( 1) 2 , 2 ,

( 1)!
0,

m

mi mJ m
m

S

�­
�°° ! ® �

°
°̄

且为奇数

为其他整数.

 

8. （2008 或 2009）求以下实积分： 
(a) 

𝐼 = ∫
d𝑥

1 − 2𝑝 cos 𝑥 + 𝑝2

2𝜋

0

 

其中−1 < 𝑝 < 1； 
(b) 

𝐽 = ∫
𝑥 sin 2𝑥 d𝑥
𝑥2 + 𝑎2

+∞

0

 

 2 2

2(a) ,(b) .
1 2 ap e
S S
�

 

9. （2010，此题可能不准）将
1( )

(1 )
f z

z z
 

�
分别在区域 1z � 和 1 1z � � 内展开为

Laurent 级数。 

1

1

1 , 1,
( )

1 , 1.
(1 )

n
n

n
n

z
z

f z
z

z

f

 �

f

 �

­ �°° ®
° �
° �¯

¦

¦
 

10. （2008 或 2009）(a)叙述 Abel 定理以及收敛半径的定义； 
(b)证明：若∑ 𝑎𝑘𝑟𝑘+∞

𝑘=0 收敛，∑ |𝑎𝑘|𝑟𝑘+∞
𝑘=0 发散，则原级数收敛半径为𝑟。 

（举出在收敛圆上处处收敛、处处发散、有些点收敛有些点发散的例子） 



3 
 

（处处发散
1

n

n
z

f

 
¦ 、处处收敛 2

1

n

n

z
n

f

 
¦ 、有些点收敛有些点发散

1

n

n

z
n

f

 
¦ ） 

Abel 定理和收敛半径参见课本 110 页. 
此处为条件收敛，若收敛半径大于 r，则在 r 处为绝对收敛. 

11. （2004.6）求证：设
0 0 0

n n n
n n n

n n n
c z a z i b z

f f f

   

 �¦ ¦ ¦ ，则
0

n
n

n
c z

f

 
¦ 的收敛半径

1 2min{ , }R R R . 

先证 R≥min{R1，R2}再证 R> min{R1，R2}不可能. 

12. （2010）求 3( )
ziz ef z

z
�

 的留数，奇点类型，并在半径为 r 的半圆 Cr 上的积分

( ) .
Cr

f z z³ d  

1Res[ ( ),0]
2

f z  � ，0 为三级极点. 

这个积分有问题，先搁置. 
13. （2010，此题不全）(2)求 

30

sin .dx x x
x

f �
³

 

4
S

（这个积分也有问题）. 

14. （2010）求0 < Im(z) < 1
2
在𝑤 = 1

𝑧
映射下的像. 

Im( ) 0w � 且 1w i� ! . 

15. （2010）把区域|𝑧| < 2，0 < arg𝑧 < 𝜋
4
共形地且互为单值地映射成上半平面，求出

实现该映射的任一个函数. 
24

4

16
16

zw
z

§ ·�
 �¨ ¸�© ¹

. 

16. （2008 或 2009）求将|𝑧 − 1| < 𝑟映射成|𝑤 − i| < 𝑅的分式线性映射的一般形式，其

中𝑟 > 1, 𝑅 > 0。 

1

, 1,
11

i

z
rw e R iz

r

T
D

D S T S
D

� �
 � � � � d

��
. 

17. （2008 或 2009）求将𝑎 < Re(𝑧) < 𝑏映射成|𝑤| < 1的映射，其中𝑎 < 𝑏, 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ 

.

z ai
b a

z ai
b a

e iw
e i

S

S

�
�

�
�

�
 

�
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18. （2008 或 2009）若𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ，且𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 > 0，证明分式线性映射𝑤 = 𝑎𝑧+𝑏
𝑐𝑧+𝑑

将上

半平面正向映射成上半平面，即把实轴正向映射成实轴。 
即证明若 Im(z)>0，Im(w)>0. 

19. （2004.6）设 0 a b� � ，把 z a a� ! 与 z b b� � 围成的区域映射为单位圆：

1w � . 

( 2 )
( )

( 2 )
( )

.

b z ai
b a z

b z ai
b a z

e iw
e i

S

S

�
�

�
�

�
 

�
 

20. （2008 或 2009）(1)求将𝑧1 = 0, 𝑧2 = 1, 𝑧3 = ∞映射成𝑤1 = 1,𝑤2 = i, 𝑤3 = −1的分

式线性映射，要求最终表达式的形式为𝑤 = 𝑎𝑧+𝑏
𝑧+𝑑

； 

(2)证明 ad-bc>0 的映射将上半平面映射为上半平面（a，b，c，d 均为实数）。 

(1) 
( 1)( 1)

1
z iw i

iz
� �

 �
�

. 

21. （2008 或 2009，2004.6）求将|𝑧| < 1映射成|𝑤| < 1的分式线性映射的一般表达式，

并证明 
|d𝑤|

1 − |𝑤|2
=

|d𝑧|
1 − |𝑧|2

 

2
2

2 2

1d (1 )(1 ) ( )( ),1 .
d 1 1
w z z z zw
z z z

D D D D D
D D
� � � � � �

 �  
� �

 

22. （以下为 2012.1 考题）求3i和 (1 )ii� 的值。 

 
23. （1）判定 w=zRe(z)在何处可导，何处解析？ 

（2）设函数 2 2 2 2( ) ( )f z x axy by i cx dx y � � � � � 。问常数 a，b，c，d 取何值时，

f(z)在复平面内处处解析？ 
 
24. 计算下列积分 

（1） 10

1 d
( ) ( 1)( 3)C

z
z i z z� � �³ ，其中 : 2C z  ，为正向圆周； 

（2）
13

d
1

z
C

z e z
z�³ ， : 2C z  ，为正向圆周。 

 
25. 求下列幂级数的收敛半径： 

Long Haomin
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（i）
1

( 0)
n

p
n

z p
n

f

 

!¦ ；（ii）
1 ln( )

n

n

z
in

f

 

§ ·
¨ ¸
© ¹

¦ 。 

 
26. 求下列函数在指定点 z0 处的泰勒展开式，并指出它们的收敛半径： 

（i）
1
1

z
z
�
�

，z0=1；（ii）
1

4 3z�
，z0=1+i。 

 

27. 将
1( )

( 1)( 2)
f z

z z
 

� �
在下列圆环域内展成 Laurent 级数： 

（i）1 2z� � ，（ii）0 1 1z� � � 。 

 
28. 计算定积分 

（i）
22

0

sin
cos

I
a b

S T
T

 
�³ ，(a>b>0) 

（ii）
2

2 2 2 20

d
( )( )

x xI
x a x b

f
 

� �³ ，(a>0，b>0). 

 

29. 求一映射，将由圆盘 1z � 和
1

2 2
iz � ! 所围成的月牙形区域保角地映射成为上半

平面。 
 

30. 求将上半平面 Im(z)>0 的映射成单位圆 1w � 且满足条件 w(2i)=0，arg w’(2i)=0 的

分式线性映射。 
 
31. 证明： 

（i）（Cauchy 不等式）若函数 f(z)在圆盘上解析 z a R� � ，且 ( )f z Md ，其中 M为

大于零的常数，则 

( ) !( ) , 1,2,...n
n

n Mf a n
R

d   

（ii）（Liouville 定理）若函数 f（在）在复平面 上解析且有界，则 f(z)必为一常数。 
（iii）请叙述代数学基本定理，并利用 Liouville 定理证明之。 
 

（上课讲过的题目） 

1. 函数 ( ) ( , )f z ax iby a b � � 可导的条件 

a=b. 
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2. ( ) (cos sin )axf z e by i by � 的高阶导数 ( ) ( )nf z . 

a=b 时可导， ( ) ( ) .n n azf z a e  

3. max n

r[
[ D

d
� ，并指出取得最大值的条件. 

1 2, arg arg , 0,1,2,..., 1.nr r k k n
n n

SD [ [ D�   �  �且  

4. ln(3 2 )i� 的实部和虚部. 

2Re[ln(3 2 )] 13, Im[ln(3 2 )] arctan 2 , .
3

i i k kS�  �  � �  

5. 方程 1nz  的根. 

2

, 0,1,2,... 1.
ki
ne k n
S

 �  

6. 21 的所有值. 

cos(2 2 ) sin(2 2 ), .k i k kS S� �  

7. 
1 cos , .m m

z r

zI m
z 

�
 �³  

1
2( 1)2 , 2 ,

( 1)!
0, .

m

m
i m mI m
m

S

�­
�°° ! ® �

°
°̄

且 为奇数

为其他整数

 

8. 
1( )

( 1)( 2)
f z

z z
 

� �
在圆环域0 1z� � ，1 2z� � ，2 z� �f的 Laurent 级数. 

1

0

1

1

1

2

1 1 ,0 1,
2

1 1 1( ) ,0 1,
2 2

2 1,0 1.

n
n

n

n
n

n
n

n

n
n

z z

f z z z
z

z
z

�f

 

�f

 

�f

 

­ § ·§ ·� � � �° ¨ ¸¨ ¸¨ ¸© ¹° © ¹
°

§ ·° § · � � � � �¨ ¸® ¨ ¸¨ ¸© ¹° © ¹
° �° � �
°
¯

¦

¦

¦

 

9. f(z)、g(z)在区域 D上解析，且 f(z)g(z)≡0，则必有 f(z)≡0或 g(z)≡0. 
有非孤立零点的解析函数恒为零. 
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10. 
1

d
1 n

z r

z
z ! �³ 和

1

d
1

n

n
z r

z z
z ! �³ （n 为正整数）. 

参见考题第 7 题. 

11. 
1

d ( , , , 1)
( ) ( )n n

z

z n a b a b
z a z b �

 

� � z
� �³ . 

> @
1

2 2 1

2 ( 1) (2 2)! , 1 .
( 1)! ( )

n

n

i n a b
n a b
S �

�

� �
� �

� �
 

其他情况为 0. 

12. 
2 2

0 0
( )d d .

cos sina b a b
a b

S ST T
T T
 

�
!

�³ ³  

2 2

22 2

2 22 Res , .
2
i a a bi

bz az b ba b
S S

ª º� � � �
 « »

� �� « »¬ ¼
 

13. 
2

2 2 2 20

d .
cos sin

( , 0)a b
a b

S T
T T

!
�³  

2 2 2 2 2 2

2 8 Res , .
( 1) ( 1)

z b a
ab a z b z b a
S S

ª º�
 r« »� � � �¬ ¼

¦  

14. 20

d 2 , .
1 sin

2

n n
x nI n
x

n

S

S
f

  �
�³  

3 5 (2 1)
2 2 2 2... .

2

ni i i i
n n n ni e e e e

n

S S S SS �§ ·
� � � � �¨ ¸

© ¹
 

15. 2 20

sin d ( 0)a
x xI x a
x a

f
 !

�³ 和 Dirichlet 积分
0

sin dxI x
x

f
 ³ . 

, .
2 2ae
S S

 

16. 20

d
(1 )n

xI
x

f
 

�³ . 

> @2 2 1

(2 2)! .
2( 1)! n

n
n

S
�

�
�

 

17. 设把上半平面映射为上半平面的分式线性映射为 , , , , .az bw a b c d
cz d

�
 �

�
，则

0ad bc� ! . 

Long Haomin


Long Haomin


Long Haomin


Long Haomin


Long Haomin


Long Haomin


Long Haomin


Long Haomin


Long Haomin
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参见考题第 18 题. 

18. 把扇形区域： ,0 argz r z T� � � 映射为单位圆： 1w � . 

2

2 .

z r i
z r

w

z r i
z r

S S
T T

S S
T T

S S
T T

S S
T T

§ ·
�¨ ¸� �¨ ¸¨ ¸�© ¹ 

§ ·
�¨ ¸� �¨ ¸¨ ¸�© ¹

 

 
f(z)在某点解析的充要条件是在这点满足 Cauchy-Riemann 方程： 
 
 
f(z)=u(x,y)+iv(x,y)在点 z=x+iy 处的导数为 
 
 

若 f(z)解析，则 u 和 v 都是调和函数（
2 2 2 2

2 2 2 2 0.u u v v
x y x y
w w w w

�  �  
w w w w

） 

并且称 v 是 u 的共轭调和函数（但 u 不一定是 v 的共轭调和函数） 
 
解析函数 f(z)的高阶导数 

( ) ( ) .
n n

n
n n
u vf z i
x x
w w

 �
w w  

 
全平面上解析的函数（整函数）不可能是有界的，除非是常数函数（Liouville 定理）. 
 
**设 f(z)是整函数，则令方程 f(z)=w 无解的复数 w 最多只能有一个，除非是常数函数

（Picard 小定理）. 
 
指数函数𝑒𝑧= 
 
对数函数 Ln z= 
ln z= 

注意 1 2 1 2Ln( ) Ln Lnz z z z � ，但
2
1 1Ln 2Ln .z zz  

 

幂函数（注意幂函数的多值性）
ba = 

 
三角函数 sin z= 
cos z= 

Long Haomin
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双曲函数 sinh z= 
cosh z= 
 

试证明 z ze e . 

 
复变函数积分可以化为两个实积分计算： 

( ) .d d d d d
C C C
f z z u x v y i v x u y � � �³ ³ ³  

 

一个重要积分

0

1
0

d
( )nz z r

z
z z �

�  

 
�³  

 
引用 Green 公式可得复合闭路定理，其中最外部曲线的正方向为逆时针，内部曲线的正

方向为顺时针. 
 
再引用 Taylor 级数可得：若 f(z)在区域 D 内处处解析，C 为 D 内围绕 z0的任何一条正

向简单闭曲线，则 

( )
0 1

0

! ( )( ) d .( 0,1,2,...)
2 ( )

n
nC

n f zf z z n
i z zS �  

�³  

 
闭区域内不恒为常数的解析函数的模的最大值只能在区域的边界上取得.（最大模原理） 
 
复级数收敛的充要条件是其实部和虚部构成的级数分别收敛. 
若级数绝对收敛，则级数收敛，且 

1 1

.n n
n n
D D

f f

  

d¦ ¦  

 
Abel 定理： 
 
 
收敛圆上必定存在至少一个奇点，f(z)在某点展开的 Taylor 级数的收敛半径是到该点最

近一个奇点的距离. 
 

若
1

lim n
n

n

c
cof

�

或
1lim

n n
ncof

存在,则级数
1

n
n
c

f

 
¦ 的收敛半径等于该极限. 

 
若幂级数的和函数解析，则和函数可以逐项求导或逐项积分. 
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解析函数 f(z)Taylor 在 z0处可展开为 Taylor 级数（根据奇点确定收敛域）： 
 
 
几个初等函数在 z=0 处展开的 Taylor 级数： 

ze   

sin z   
cos z   

* sinh z   
* cosh z   
 

Laurent 级数包含负幂次项，
1

1 z�
在 z=0 处展开的 Laurent 级数为 

2

0

1

1 ... , 1;
1

1 1 11 , 1.
11

n

n

n
n

z z z z

z z
z z

z

f

 

f

 

­ � � �  �°
°

 ®� �  � !°
° �
¯

¦

¦
 

 
若要把有理分式函数展开为 Laurent 级数，通常先分解，再根据上式展开. 
Laurent 级数正幂次项的系数不能根据高阶导数计算. 
 
奇点可分为孤立奇点和非孤立奇点（*在这个奇点的邻域内，不论多小都有别的奇点），

孤立奇点又可分为极点和本性奇点（可去奇点不认为是奇点）. 
从 Laurent 级数来看，极点处的负幂次项数有限，而本性奇点有有无穷多项. 
 

*
2

2 2
1

sin 1 .
n

z z
z n S

f

 

§ ·
 �¨ ¸

© ¹
�  

 

若 z0是 f(z)的 m 级极点，则 z0是
1
( )f z

的 m 级零点.（不恒为零的解析函数的零点总是

孤立的；反之，存在非孤立零点的解析函数必恒为零） 
 

留数 0 1
1Res[ ( ), ] ( )d .

2 C

f z z f z z c
iS �  ³ （c-1是 z0点 Laurent 级数中负一次项的系数） 

 
除展开为 Laurent 级数外，一级极点处的留数可用以下方法计算： 

0
0Res[ ( ), ] lim

z z
f z z

o
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若
( )( )
( )

P zf z
Q z

 且 0( ) 0Q z  ，则 0Res[ ( ), ]f z z   

 
高级极点处的留数可根据高阶导数计算： 
 
 
利用留数可以计算三类定积分： 

(1)
2

0
(sin ,cos )d ;R

S
T T T³  

(2)
( ) d ;
( )

P x x
Q x

f

�f³ （P，Q均为多项式且 Q的次数比 P至少高二次） 

(3)
( ) d ( 0).
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(3)可以用来计算含有三角函数的广义积分，例如 
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若 w=f(z)在 z0处解析且 f’(z0)≠0，则 w 在 z0处是共形的；Arg f’(z)表示转动角. 
 
分式线性映射可分解为平移（w=z+b）、旋转伸缩（w=αz）、反演（w=1/z）的复合. 
 
圆的对称点： 
直线的对称点仍然是通常意义. 
 
分式线性映射在扩充复平面（加入无穷远点）上是一一对应的，且具有保角性、保圆性、

保对称性（直线是半径无穷大的圆）. 
 
若相异的三点 z1、z2、z3分别被映为 w1、w2、w3，则分式线性映射被唯一确定： 
 
 
可根据 z1→z2→z3和 w1→w2→w3的绕向异同判断内部是否被映射为外部. 
 
把单位圆映射成单位圆的分式线性映射的一般形式为： 
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一般地，把圆心为 z0，半径为 r 的圆映射成圆心为 w0，半径为 R 的圆的分式线性映射

的一般形式为： 
 
 
把单位圆映射成上半平面的分式线性映射的一般形式为： 
 
 
幂函数可扩张角形区域的张角（扩大到 2π时有割痕）. 
 
指数函数可把带形区域映射为角形区域. 
 
求映射时需要画简图. 


