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一、 证明𝑤(𝑧)或者为直线𝑤 = 𝑤଴ + 𝑡𝛽或为圆𝑤 = 𝑤଴ + 𝑅𝑒௜ఝ，并给出是直线或圆的条件

（求出𝑤଴, 𝛽, 𝑅, 𝜑）𝜑 ∈ [0, 2𝑛𝜋), 𝑛 ∈ N。 

𝑤 =
𝑎𝑧 + 𝑏

𝑐𝑧 + 𝑑
        ൜

𝑧 = 𝑧଴ + 𝑡𝛼  𝑡 ∈ 𝑅            

𝑧 = 𝑧଴ + 𝑟𝑒௜ఏ  𝑟 > 0  𝜃 ∈ [0, 2𝜋)
 

 

① 若𝑐 = 𝑑 = 0，则𝑧平面内所有点都被映射到无穷远点，可看作此时的象曲线为圆心

𝑤଴ = ∞，半径𝑅 = 0的圆周。 

② 若𝑏 = 0，𝑐 = 0 而𝑑 ≠ 0，则 

𝑤 =
𝑎

𝑑
 

此时所有𝑧平面的点映在点
௔

ௗ
上，此时的象曲线为圆心在𝑤଴ =

௔

ௗ
，半径𝑅 = 0的圆

周。 

③ 若𝑐 = 0 而𝑏𝑑 ≠ 0，则 

𝑤 =
𝑎

𝑑
+

𝑏

𝑑
𝑧 

此时𝑤(𝑧)是将𝑧平面内的一点经过平移、旋转和伸缩而得到象点𝑤的。因此，𝑧平

面内的一个圆周或一条直线经过映射𝑓ଵ(𝑧)所得的象曲线仍然是一个圆周或一条直

线。若原曲线为𝑧 = 𝑧଴ + 𝑡𝛼  𝑡 ∈ 𝑅，新曲线为𝑤 =
௔ା௕௭బ

ௗ
+

ఈ௕

ௗ
𝑡 𝑡 ∈ 𝑅，即直线的

𝛽 =
ఈ௕

ௗ
，𝑤଴ =

௔ା௕௭బ

ௗ
；若原曲线为𝑧 = 𝑧଴ + 𝑟𝑒௜ఏ 𝑟 > 0  𝜃 ∈ [0, 2𝜋)，新曲线为𝑤 =

௔ା௕௭బ

ௗ
+

௕௥

ௗ
𝑒௜ఏ，即圆周的𝑤଴ =

௔ା௕௭బ

ௗ
，𝑅 =

௕௥

ௗ
，𝜑 = 𝜃。 

④ 若𝑏𝑐𝑑 ≠ 0且𝑏𝑐 = 𝑎𝑑，则 

𝑤 =
𝑎

𝑐
 

此时所有𝑧平面的点映在点
௔

௖
上，象曲线为圆心在𝑤଴ =

௔

௖
，半径𝑅 = 0的圆周。 

⑤ 若𝑏𝑐𝑑 ≠ 0且𝑏𝑐 ≠ 𝑎𝑑，则 

𝑤 =
𝑎

𝑐
+

𝑏 −
𝑎𝑑
𝑐

𝑐𝑧 + 𝑑
 

那么原映射可以看成由三个映射 

𝑓ଵ(𝑧): 𝑤 = 𝑐𝑧 + 𝑑 

𝑓ଶ(𝑧): 𝑤 =
1

𝑧
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𝑓ଷ(𝑧): 𝑤 =
𝑎

𝑐
+ (𝑏 −

𝑎𝑑

𝑐
)𝑧 

依次进行的。 

对𝑓ଵ(𝑧)和𝑓ଷ(𝑧)，二者都是将𝑧平面内的一点经过平移、旋转和伸缩而得到象点𝑤

的。因此，𝑧平面内的一个圆周或一条直线经过映射𝑓ଵ(𝑧)所得的象曲线仍然是一个

圆周或一条直线。 

对𝑓ଶ(𝑧)，设 

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦，𝑤 =
1

𝑧
= 𝑢 + 𝑖𝑣 

带入得 

𝑢 =
𝑥

𝑥ଶ + 𝑦ଶ
，𝑣 =

𝑦

𝑥ଶ + 𝑦ଶ
 

𝑥 =
𝑢

𝑢ଶ + 𝑣ଶ
，𝑦 =

𝑣

𝑢ଶ + 𝑣ଶ
 

那么𝑓ଶ(𝑧)将方程 

𝑝(𝑥ଶ + 𝑦ଶ) + 𝑞𝑥 + 𝑠𝑦 + 𝑚 = 0 

变为方程 

𝑚(𝑢ଶ + 𝑣ଶ) + 𝑞𝑢 − 𝑠𝑣 + 𝑝 = 0 

(1) 𝑝 ≠ 0时，原图形为圆𝑧 = 𝑧଴ + 𝑟𝑒௜ఏ 𝑟 > 0，𝜃 ∈ [0, 2𝜋)。可取 

൞

𝑝 = 1
𝑞 = −2𝑥଴

𝑠 = −2𝑦଴

𝑚 = 𝑥଴
ଶ + 𝑦଴

ଶ − 𝑟ଶ

 

若|𝑧଴| = 𝑟，则𝑚 = 0，映射之后为直线𝑤 =
ଵ

ଶ
(𝑦଴ + 𝑖𝑥଴) + (𝑦଴ + 𝑖𝑥଴)𝑡  𝑡 ∈

𝑅。其中𝑤଴ =
ଵ

ଶ
(𝑦଴ + 𝑖𝑥଴)，𝛽 = 𝑦଴ + 𝑖𝑥଴。 

若|𝑧଴| ≠ 𝑟，则映射之后为圆周𝑤 =
௭బതതത

|௭బ|మି௥మ + ට
|௭బ|మ

(|௭బ|మି௥మ)మ − 1𝑒௜ఏ，𝜃 ∈ [0, 2𝜋)，

其中𝑤଴ =
௭బതതത

|௭బ|మି௥మ，𝑅 = ට
|௭బ|మ

(|௭బ|మି௥మ)మ − 1，𝜑 = 𝜃。 

(2) 𝑝 = 0时，原图形为直线𝑧 = 𝑧଴ + 𝑡𝛼  𝑡 ∈ 𝑅。可取 

ቐ

𝑞 = Im(𝛼)
𝑠 = −Re(𝛼)

𝑚 = 𝑦଴Re(𝛼) − 𝑥଴Im(𝛼)
 

若𝑧଴ = 𝑘𝛼  𝑘 ∈ 𝑅，即𝑚 = 0。映射后为直线𝑤 = 𝑡𝛼ത, 𝑡 ∈ 𝑅，其中𝑤଴ = 0，

𝛽 = 𝛼ത。 
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若𝑧଴ = 𝑘𝛼  𝑘 ∉ 𝑅，即𝑚 ≠ 0。映射后为圆𝑤 =
୍୫(ఈ)ା௜ୖୣ(ఈ)

ଶ(௫బ୍୫(ఈ)ି௬బୖୣ(ఈ))
+

ቚ
୍୫(ఈ)ା௜ୖୣ(ఈ)

ଶ(௫బ୍୫(ఈ)ି௬బୖୣ(ఈ))
ቚ 𝑒௜ఏ, 𝜃 ∈ [0, 2𝜋)。其中𝑤଴ =

୍୫(ఈ)ା௜ୖୣ(ఈ)

ଶ(௫బ୍୫(ఈ)ି௬బୖୣ(ఈ))
，𝑅 = |𝑤଴|，

𝜑 = 𝜃。 

综上所述，映射的情况如下表所示 

条件 原始图形 映后图形 参数 

𝑐 = 𝑑 = 0 / 圆 𝑤଴ = ∞，𝑅 = 0 

𝑏 = 𝑐 = 0，𝑑 ≠ 0 / 圆 𝑤଴ =
𝑎

𝑑
，𝑅 = 0 

𝑐 = 0，𝑏𝑑 ≠ 0 

直线 直线 𝛽 =
ఈ௕

ௗ
，𝑤଴ =

௔ା௕௭బ

ௗ
 

圆 圆 𝑤଴ =
௔ା௕௭బ

ௗ
，𝑅 =

௕௥

ௗ
，𝜑 = 𝜃 

𝑏𝑐𝑑 ≠ 0，𝑏𝑐 =

𝑎𝑑 

/ 圆 𝑤଴ =
𝑎

𝑐
，𝑅 = 0 

𝑏𝑐𝑑 ≠ 0，𝑏𝑐 ≠

𝑎𝑑，|𝑧଴| = 𝑟 

圆 直线 

𝛽 =
௕௖ି௔ௗ

௖
(Im(𝑐𝑧଴ + 𝑑) + 𝑖Re(𝑐𝑧଴ + d))， 

𝑤଴ =
𝑎 + (𝑏𝑐 − 𝑎𝑑)Im(𝑐𝑧଴ + 𝑑)

𝑐
 

𝑏𝑐𝑑 ≠ 0，𝑏𝑐 ≠

𝑎𝑑，|𝑧଴| ≠ 𝑟 

圆 圆 

𝑤଴ =
𝑎

𝑐
+

(𝑏𝑐 − 𝑎𝑑)൫𝑐𝑧଴ + 𝑑തതതതതതതതതത൯

𝑐(|𝑐𝑧଴|ଶ − 𝑐ଶ𝑟ଶ)
， 

𝑅 =
𝑏𝑐 − 𝑎𝑑

𝑐
ඨ

|𝑐𝑧଴ + 𝑑|ଶ

(|𝑐𝑧଴ + 𝑑|ଶ − 𝑐ଶ𝑟ଶ)ଶ − 1 

𝑏𝑐𝑑 ≠ 0，𝑏𝑐 ≠

𝑎𝑑，𝑧଴/𝛼 ∈ 𝑅 

直线 直线 𝛽 = 𝑎𝛼ത，𝑤଴ =
௕௖ି௔ௗ

௖
 

𝑏𝑐𝑑 ≠ 0，𝑏𝑐 ≠

𝑎𝑑，𝑧଴/𝛼 ∉ 𝑅 

直线 圆 

𝑤଴ =
௔

௖
+

௕௖ି௔ௗ

௖

୍୫(௖ఈ)ା௜ୖୣ(௖ఈ)

ଶ(ୖୣ(௖௭బାௗ)୍୫(௖ఈ)ି୍୫(௖௭బାௗ)ୖୣ(௖ఈ))
， 

𝑅 = ቚ𝑤଴ −
𝑎

𝑐
ቚ 
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二、  证明两种对称点定义统一 

 

由球坐标变换可知，直线可视作半径为无穷大的圆。（参考资料：《关于分式线性映

射保圆性的说明》，王敬荣，《南通职业大学学报》 , 1997 (3) :19-20） 

则此条件下，𝑧ᇱ = 𝑧଴ +
௥మ

௭భି௭బതതതതതതതതത
，有 

|𝑧ᇱ − 𝑧଴||𝑧ଵ − 𝑧଴| = 𝑟ଶ 

设𝑧ଵ为圆内的点，且其到圆弧距离为𝑐，即 

𝑟 − |𝑧ଵ − 𝑧଴| = 𝑐 

|𝑧ଵ − 𝑧଴| = 𝑟 − 𝑐 

那么其对称点𝑧ᇱ到圆弧的距离为 

𝑐ᇱ = |𝑧ᇱ − 𝑧଴| − 𝑟 =
𝑟ଶ

|𝑧ଵ − 𝑧଴|
− 𝑟 

=
𝑟ଶ

𝑟 − 𝑐
− 𝑟 =

𝑐𝑟

𝑟 − 𝑐
 

那么当圆趋近于直线时，即𝑟 → ∞。由 L’Hospital 法则，则 

lim
௥→ஶ

𝑐ᇱ = lim
௥→ஶ

𝑐𝑟

𝑟 − 𝑐
= 𝑐 

即两点到圆弧的距离相等。此即为关于一条直线的对称点定义。 
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三、 求一单值解析映射𝑤 = 𝑓(𝑧)，将异心圆之间的部分映射为同心圆之间的部分并使内（外）

圆半径为 1，圆心在原点。 

 

将半径为𝑟ଵ, 𝑟ଶ的圆映为 x 轴和半径为 1 的圆。不妨设𝑟ଶ > 𝑟ଵ，两圆方程 

𝛤ଵ: 𝑧 = 𝑧ଵ + 𝑟ଵ𝑒௜ఏ    𝜃 ∈ (0, 2π), 𝑟ଵ > 0 

𝛤ଶ: 𝑧 = 𝑧ଶ + 𝑟ଶ𝑒௜ఏ   𝜃 ∈ (0, 2π), 𝑟ଶ > 𝑟ଵ 

 

再设目标圆方程 

𝛤ଷ: 𝑧 = 𝑧଴ + 𝑒௜ఏ   𝜃 ∈ (0, 2π) 

𝛤ସ: 𝑧 = 𝑧଴ + 𝑟𝑒௜ఏ   𝜃 ∈ (0, 2π), 𝑟 > 0 

穿过𝑧ଵ, 𝑧ଶ的直线依次交两圆于A, B, C, D点。则有 

𝐴 = 𝑧ଶ − 𝑟ଶ𝑒௜ఏబ  

𝐵 = 𝑧ଵ − 𝑟ଵ𝑒௜ఏబ 

𝐶 = 𝑧ଵ + 𝑟ଵ𝑒௜ఏబ  

𝐷 = 𝑧ଶ + 𝑟ଶ𝑒௜ఏబ  

其中𝜃଴为直线与 x 轴夹角，亦为𝑧ଶ − 𝑧ଵ幅角。 

设 

𝑧ଶ − 𝑧ଵ = 𝑚𝑒௜ఏబ 

𝑚 = |𝑧ଶ − 𝑧ଵ| ∈ R 

且有 

𝑚 < 𝑟ଶ − 𝑟ଵ 

对𝛤ଵ, 𝛤ଶ进行分式线性映射① 

𝑤 =
𝑧 − 𝐴

𝐷 − 𝑧
 

=
𝑧 − 𝑧ଶ + 𝑟ଶ𝑒௜ఏబ

𝑧ଶ + 𝑟ଶ𝑒௜ఏబ − 𝑧
 

𝐴点被映射为原点，𝐷点被映射为𝑥轴上无穷远点。将𝐵点带入映射运算 

𝑤(𝐵) =
𝑧ଵ − 𝑟ଵ𝑒௜ఏబ − ൫𝑧ଶ − 𝑟ଶ𝑒௜ఏబ൯

𝑧ଶ + 𝑟ଶ𝑒௜ఏబ − (𝑧ଵ − 𝑟ଵ𝑒௜ఏబ)
 

=
(𝑟ଶ − 𝑟ଵ)𝑒௜ఏబ − (𝑧ଶ − 𝑧ଵ)

(𝑟ଶ + 𝑟ଵ)𝑒௜ఏబ + (𝑧ଶ − 𝑧ଵ)
 

=
𝑟ଶ − 𝑟ଵ − 𝑚

𝑟ଶ + 𝑟ଵ + 𝑚
 

Figure 1 
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同理可得𝐶点映射后 

𝑤(𝐶) =
𝑟ଶ + 𝑟ଵ − 𝑚

𝑟ଶ − 𝑟ଵ + 𝑚
 

两点映射后皆为实数。可得𝐵, 𝐶被映射为在𝑥轴上两点。由分式线性映射的保圆性，映 

射①将𝛤ଵ, 𝛤ଶ映射为原点至𝑥轴无穷的线段及一圆心在𝑥轴上的圆𝛤ଵ
ᇱ。设映射后两点为 

𝑥ଵ, 𝑥ଶ。有 

𝑥ଶ

𝑥ଵ
=

(𝑟ଶ + 𝑟ଵ)ଶ − 𝑚ଶ

(𝑟ଶ − 𝑟ଵ)ଶ − 𝑚ଶ
> 1 

则 

𝑥ଶ > 𝑥ଵ 

可得映射后图像如图 2 所示。 

若𝑟 > 1，现将𝛤ଷ, 𝛤ସ进行分式线性映射② 

𝑤 =
𝑧 + 𝑟

𝑟 − 𝑧
 

设𝑥轴依次交𝛤ଷ, 𝛤ସ与𝐴ᇱ, 𝐵ᇱ, 𝐶ᇱ, 𝐷ᇱ四点，则 

𝐴ᇱ = −𝑟 

𝐵ᇱ = −1 

𝐶ᇱ = 1 

𝐷ᇱ = 𝑟 

则有𝑤(𝐴ᇱ) = 0, 𝑤(𝐷ᇱ) = ∞，则𝛤ସ被映射成从原点

到𝑥轴上无穷远点的线段。带入𝐵ᇱ, 𝐶ᇱ。有 

𝑤(𝐵ᇱ) =
𝑟 − 1

𝑟 + 1
 

𝑤(𝐶ᇱ) =
𝑟 + 1

𝑟 − 1
 

𝛤ଷ则被映为圆心在𝑥轴上的圆𝛤ଶ
ᇱ。设𝐵ᇱ, 𝐶ᇱ两点映射后为𝑥ଵ

ᇱ , 𝑥ଶ
ᇱ，则有𝑥ଶ

ᇱ > 𝑥ଵ
ᇱ。则映射后图

像如图 4 所示。 

对图 2 中的线段和圆𝛤ଵ
ᇱ进行伸缩映射③ 

𝑤 = 𝑘𝑧   𝑘 ∈ R 

则可以选取合适的𝑘值使图 2 中图形映射到图 4 中图形。这一点同样由伸缩映射的保圆

性可以保证。 

则原图形依次通过映射①，映射③以及映射②的逆映射即可映射为目标图形。 

对于映射③此时原点映射为原点，无穷远点映射为无穷远点，只需𝑥ଵ → 𝑥ଵ
ᇱ，𝑥ଶ → 𝑥ଶ

ᇱ即

Figure 2 

Figure 4 

Figure 3 
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可。那么可以得到方程组 

⎩
⎨

⎧𝑘 ·
𝑟ଶ − 𝑟ଵ − 𝑚

𝑟ଶ + 𝑟ଵ + 𝑚
=

𝑟 − 1

𝑟 + 1

𝑘 ·
𝑟ଶ + 𝑟ଵ − 𝑚

𝑟ଶ − 𝑟ଵ + 𝑚
=

𝑟 + 1

𝑟 − 1

 

解得 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑘 = ඨ
(𝑟ଶ + 𝑚)ଶ − 𝑟ଵ

ଶ

(𝑟ଶ − 𝑚)ଶ − 𝑟ଵ
ଶ

𝑟 =
𝑟ଵ

ଶ + 𝑟ଶ
ଶ − 𝑚ଶ + ඥ(𝑟ଵ

ଶ + 𝑟ଶ
ଶ + 𝑚ଶ)ଶ − 4𝑟ଵ

ଶ𝑟ଶ
ଶ

2𝑟ଵ𝑟ଶ

 

映射②的逆映射 

𝑤 =
𝑟𝑧 − 𝑟

1 + 𝑧
 

将映射③带入 

𝑤 =
𝑘𝑟𝑧 − 𝑟

1 + 𝑘𝑧
 

将映射①带入 

𝑤 =
𝑘𝑟(𝑧 − 𝑧ଶ + 𝑟ଶ𝑒௜ఏబ ) − 𝑟(𝑧ଶ + 𝑟ଶ𝑒௜ఏబ − 𝑧)

𝑧ଶ + 𝑟ଶ𝑒௜ఏబ − 𝑧 + 𝑘(𝑧 − 𝑧ଶ + 𝑟ଶ𝑒௜ఏబ)
 

则所求映射 

𝑤 =
𝑘𝑟(𝑧 − 𝑧ଶ + 𝑟ଶ𝑒௜ఏబ ) − 𝑟(𝑧ଶ + 𝑟ଶ𝑒௜ఏబ − 𝑧)

𝑧ଶ + 𝑟ଶ𝑒௜ఏబ − 𝑧 + 𝑘(𝑧 − 𝑧ଶ + 𝑟ଶ𝑒௜ఏబ)
 

其中 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑘 = ඨ
(𝑟ଶ + |𝑧ଶ − 𝑧ଵ|)ଶ − 𝑟ଵ

ଶ

(𝑟ଶ − |𝑧ଶ − 𝑧ଵ|)ଶ − 𝑟ଵ
ଶ

𝑟 =
𝑟ଵ

ଶ + 𝑟ଶ
ଶ − (𝑧ଶ − 𝑧ଵ)(𝑧ଶ − 𝑧ଵതതതതതതതതത) + ඥ(𝑟ଵ

ଶ + 𝑟ଶ
ଶ + (𝑧ଶ − 𝑧ଵ)(𝑧ଶ − 𝑧ଵതതതതതതതതത))ଶ − 4𝑟ଵ

ଶ𝑟ଶ
ଶ

2𝑟ଵ𝑟ଶ

 

若𝑟 < 1，如图 5，映射②变为 

𝑤 =
𝑧 + 1

1 − 𝑧
 

将 

𝑤(𝐵ᇱ) =
1 − 𝑟

𝑟 + 1
 

𝑤(𝐶ᇱ) =
𝑟 + 1

1 − 𝑟
 

方程组变为 
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⎩
⎨

⎧𝑘 ·
𝑟ଶ − 𝑟ଵ − 𝑚

𝑟ଶ + 𝑟ଵ + 𝑚
=

1 − 𝑟

𝑟 + 1

𝑘 ·
𝑟ଶ + 𝑟ଵ − 𝑚

𝑟ଶ − 𝑟ଵ + 𝑚
=

𝑟 + 1

1 − 𝑟

 

解得 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑘 = ඨ
(𝑟ଶ + 𝑚)ଶ − 𝑟ଵ

ଶ

(𝑟ଶ − 𝑚)ଶ − 𝑟ଵ
ଶ

𝑟 =
𝑟ଵ

ଶ + 𝑟ଶ
ଶ − 𝑚ଶ − ඥ(𝑟ଵ

ଶ + 𝑟ଶ
ଶ + 𝑚ଶ)ଶ − 4𝑟ଵ

ଶ𝑟ଶ
ଶ

2𝑟ଵ𝑟ଶ

 

则映射为 

𝑤 =
𝑘൫𝑧 − 𝑧ଶ + 𝑟ଶ𝑒௜ఏబ൯ − (𝑧ଶ + 𝑟ଶ𝑒௜ఏబ − 𝑧)

𝑧ଶ + 𝑟ଶ𝑒௜ఏబ − 𝑧 + 𝑘(𝑧 − 𝑧ଶ + 𝑟ଶ𝑒௜ఏబ)
 

其中𝑘 = ට
(௥మା|௭మି௭భ|)మି௥భ

మ

(௥మି|௭మି௭భ|)మି௥భ
మ 

综上所述，当𝑟 > 1时，映射为 

𝑤 =
𝑘𝑟(𝑧 − 𝑧ଶ + 𝑟ଶ𝑒௜ఏబ ) − 𝑟(𝑧ଶ + 𝑟ଶ𝑒௜ఏబ − 𝑧)

𝑧ଶ + 𝑟ଶ𝑒௜ఏబ − 𝑧 + 𝑘(𝑧 − 𝑧ଶ + 𝑟ଶ𝑒௜ఏబ)
 

其中𝑘 = ට
(௥మା|௭మି௭భ|)మି௥భ

మ

(௥మି|௭మି௭భ|)మି௥భ
మ，𝑟 =

௥భ
మା௥మ

మି(௭మି௭భ)(௭మି௭భതതതതതതതതത)ାඥ(௥భ
మା௥మ

మା(௭మି௭భ)(௭మି௭భതതതതതതതതത))మିସ௥భ
మ௥మ

మ

ଶ௥భ௥మ
，𝜃଴ =

arg (𝑧ଶ − 𝑧ଵ)； 

当𝑟 < 1时，映射为 

𝑤 =
𝑘൫𝑧 − 𝑧ଶ + 𝑟ଶ𝑒௜ఏబ൯ − (𝑧ଶ + 𝑟ଶ𝑒௜ఏబ − 𝑧)

𝑧ଶ + 𝑟ଶ𝑒௜ఏబ − 𝑧 + 𝑘(𝑧 − 𝑧ଶ + 𝑟ଶ𝑒௜ఏబ)
 

其中𝑘 = ට
(௥మା|௭మି௭భ|)మି௥భ

మ

(௥మି|௭మି௭భ|)మି௥భ
మ
，𝜃଴ = arg (𝑧ଶ − 𝑧ଵ)。 

 


