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1. (10)z1, z2, z3 是复平面上三个相异的点，若 z1, z2, z3 不共线，用 z1, z2, z3 表示出三角形 ∆z1z2z3 的外接圆圆心

z0 的坐标 (用复数表示)，并证明：若 z0 =
z1 + z2 + z3

3
，则 ∆z1z2z3 为正三角形，并求出外接圆的半径 r。

解： 由外心的定义可知，|z0 − z1| = |z0 − z2| = |z0 − z3| = r。将三个等式的两边平方后，利用 |z|2 = zz 展开，得

到关于 z0 的方程组 
z1z0 + z1z0 + (r2 − |z0|2) = |z1|2

z2z0 + z2z0 + (r2 − |z0|2) = |z2|2

z3z0 + z3z0 + (r2 − |z0|2) = |z3|2

将其看作关于 z0, z0, (r
2 − |z0|2) 的三元一次方程组，克莱姆法则给出

z0 =

∣∣∣∣∣∣∣
z1 |z1|2 1

z2 |z2|2 1

z3 |z3|2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z1 z1 1

z2 z2 1

z3 z3 1

∣∣∣∣∣∣∣
这便是外心的显式计算式。

而若 z0 =
z1 + z2 + z3

3
，要证明 ∆z1z2z3 为正三角形，先证明一个引理。

Lemma:

对于三个复数 z, z1, z2，2z − z1 − z2 与 z1 − z2 垂直 ⇔ |z − z1| = |z − z2|。

Proof:
2z − z1 − z2与z1 − z2垂直

⇔(2z − z1 − z2)(z1 − z2) + (2z − z1 − z2)(z1 − z2) = 0

⇔zz1 − zz2 + zz1 − zz2 − |z1|2 + |z2|2 = 0

⇔(z − z1)(z − z1) = (z − z2)(z − z2)

⇔|z − z1| = |z − z2|

运用上述引理，由于 |z0 − z1| = |z0 − z2|，所以 2z0 − z1 − z2 与 z1 − z2 垂直。带入 z0 =
z1 + z2 + z3

3
得

到 2z0 − z1 − z2 =
2z3 − z1 − z2

3
，因此 2z3 − z1 − z2 与 z1 − z2 垂直，推出 |z3 − z1| = |z3 − z2|。同理有

|z2 − z1| = |z2 − z3|，|z1 − z2| = |z1 − z3|，因此 |z1 − z2| = |z3 − z1| = |z3 − z2|，三边相等，这样便证明了

∆z1z2z3 为正三角形。此时外接圆半径 r = |z1 − z0| =
∣∣∣∣2z1 − z2 − z3

3

∣∣∣∣
2. (10)用不同于第一章习题答案中的方法 (充分必要性证明均不同)证明：fn(z) = zn+c1z

n−1+· · ·+cn−1z+cn = 0

的根构成以原点为圆心的正 n 边形的 n 个顶点的充要条件是 fn(z) = zn + cn(cn ̸= 0)。
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解： 充分性：方程 fn(z) = zn+cn(cn ̸= 0) = 0的 n个根为 zk = |cn|
1
n (cos(

2kπ − arg(cn)

n
)+isin(

2kπ − arg(cn)

n
)), k =

0, 1, . . . , n− 1。显然它们的模长都是 |cn|
1
n，因此位于以原点为圆心的圆上，且没有重根。下面证明其构成的 n

边形的各条边相等。

对于 zk 和 zk+1, k = 0, 1, . . . , n− 1(令 zn = z0)

zk−zk+1 = |cn|
1
n (cos(

2kπ − arg(cn)

n
)−cos(

2(k + 1)π − arg(cn)

n
)+i(sin(

2kπ − arg(cn)

n
)−sin(

2(k + 1)π − arg(cn)

n
)))

所以

|zk − zk+1|

=|cn|
1
n

√
(cos(

2kπ − arg(cn)

n
)− cos(

2(k + 1)π − arg(cn)

n
))2 + (sin(

2kπ − arg(cn)

n
)− sin(

2(k + 1)π − arg(cn)

n
))2

=|cn|
1
n

√
2− 2cos(

2kπ − arg(cn)

n
− 2(k + 1)π − arg(cn)

n
)

=|cn|
1
n

√
2− 2cos

2π

n

=2|cn|
1
n |sinπ

n
|

所以相邻两个根之间的距离与 k 无关，为常数，即这 n 个在以原点为圆心的圆周上、互异的根每一对相邻之

间的距离都相等，于是构成以原点为中心的正 n 边形顶点。

必要性：

若 fn(z) = zn + c1z
n−1 + · · · + cn−1z + cn = 0 的 n 个根构成以原点为中心的正 n 边形顶点，设这 n 个根为

z0, z1, . . . , zn−1，设单位根 ω = e
2π
n ，考虑 z′0 = ωz0, z

′
1 = ωz1, . . . , z

′
n−1 = ωzn−1，这 n 个复数显然互异，且为

原来的 n 个根各绕原点逆时针旋转了 φ =
2π

n
角度。由于 z0, z1, . . . , zn−1 构成以原点为中心的正 n 边形顶点，

我们发现 z′0, z
′
1, . . . , z

′
n−1 恰与 z0, z1, . . . , zn−1 对应相等 (次序不同)，也即 z′0, z

′
1, . . . , z

′
n−1 为方程 fn(z) = 0 的

n 个根。另一方面，设 z′ = ωz，则以 z′0, z
′
1, . . . , z

′
n−1 为 n 个互异复根的方程为

(
z′

ω
)n + c1(

z′

ω
)n−1 + · · ·+ cn−1(

z′

ω
) + cn = 0

注意到 ωn = 1，原式即

z′n + c1ωz
′n−1 + · · ·+ cn−1ω

n−1z′ + cn = 0

此方程和 zn + c1z
n−1 + · · ·+ cn−1z+ cn = 0 的所有解都相同，因此所有的系数对应成比例，即 ckω

k = ck, k =

1, 2, . . . , n−1。由于 ωk, k = 1, 2, . . . , n−1不为 0，我们就得到了 c1 = c2 = · · · = cn−1 = 0。于是，fn(z) = zn+cn，

得证。

3. (20)z1, z2, z3, z4 是四个相异的复数，定义其交比为 ⟨z1, z2, z3, z4⟩ =
z4 − z1
z4 − z2

/z3 − z1
z3 − z2

=
(z4 − z1)(z3 − z2)

(z4 − z2)(z3 − z1)
。用

直线与圆的参数方程及坐标方程的方法，证明：z1, z2, z3, z4 共线或共圆的充要条件是 ⟨z1, z2, z3, z4⟩ ∈ R，并
由此得到平面上 n 个相异的点 z1, z2, . . . , zn 共圆或共线的充要条件。(注：直线的参数方程为 z = z0 + tα, α ∈
C\{0}, t ∈ R；圆的参数方程为 z = z0 + reiθ, r > 0, θ ∈ [0, 2π))

解： 必要性：

当 z1, z2, z3, z4 共线时，由直线的参数方程，设 zk = z0 + tkα, k = 1, 2, 3, 4，则

⟨z1, z2, z3, z4⟩ =
(t4α− t1α)(t3α− t2α)

(t4α− t2α)(t3α− t1α)
=

(t4 − t1)(t3 − t2)

(t4 − t2)(t3 − t1)
∈ R

当 z1, z2, z3, z4 共圆时，由圆的参数方程，设 zk = z0 + reiθk , k = 1, 2, 3, 4，则

⟨z1, z2, z3, z4⟩ =
(eiθ4 − eiθ1)(eiθ3 − eiθ2)

(eiθ4 − eiθ2)(eiθ3 − eiθ1)

=
(ei(θ4−θ1) − 1)(ei(θ3−θ2) − 1)

(ei(θ4−θ2) − 1)(ei(θ3−θ1) − 1)
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考虑到

eiθ − 1 = cos θ − 1 + i sin θ = −2 sin2 θ

2
+ 2i sin θ

2
cos θ

2
= 2i sin θ

2
ei

θ
2

于是

⟨z1, z2, z3, z4⟩ =
2i sin θ4−θ1

2
ei

θ4−θ1
2 2i sin θ3−θ2

2
ei

θ3−θ2
2

2i sin θ4−θ2
2

ei
θ4−θ2

2 2i sin θ3−θ1
2

ei
θ3−θ1

2

=
sin θ4−θ1

2
sin θ3−θ2

2

sin θ4−θ2
2

sin θ3−θ1
2

∈ R

充分性：

考察
z4 − z1
z3 − z1

若
z4 − z1
z3 − z1

∈ R，设 α = z3 − z1 ̸= 0，
z4 − z1
z3 − z1

= t1 ̸= 1，则 z4 − z1 = t1α。因此

⟨z1, z2, z3, z4⟩ =
t1α(z1 + α− z2)

α(z1 + t1α− z2)
∈ R

由于 t1 ∈ R，一定有
z2 − z1 − α

z2 − z1 − t1α
∈ R

设 t2 =
z2 − z1 − α

z2 − z1 − t1α
，则移项得到

z2 − z1 =
t1t2 − 1

t2 − 1
α

显然有
t1t2 − 1

t2 − 1
∈ R。这样就表明，z1, z2, z3, z4 均满足方程 z = z1 + tα，其中 t ∈ R, α = z3 − z1。由直线的

参数方程知，z1, z2, z3, z4 共线。

若
z4 − z1
z3 − z1

/∈ R，可知四点不共线，因此可从其中取出三点不共线，不妨设为 z1, z2, z3。这三点可确定唯一的

外接圆，设圆心为 z0，半径为 r，于是可设 zk = z0 + reiθk , k = 1, 2, 3。若 r′ = |z4 − z0| ∈ R，同样可设
z4 = z0 + r′eiθ4。这里的 θk ∈ [0, 2π), k = 1, 2, 3, 4。代入可得

⟨z1, z2, z3, z4⟩ =
(r′eiθ4 − reiθ1)(reiθ3 − reiθ2)

(r′eiθ4 − reiθ2)(reiθ3 − reiθ1)
=

(r′eiθ4 − reiθ1)ei
θ2−θ3

2

(r′eiθ4 − reiθ2)ei
θ1−θ3

2

∈ R

这意味着

arg r′eiθ4 − reiθ1

r′eiθ4 − reiθ2
=

θ1 − θ2
2

而
r′eiθ4 − reiθ1

r′eiθ4 − reiθ2
=

rei(θ1−θ4) − r′

rei(θ2−θ4) − r′

=
r cos(θ1 − θ4)− r′ + ir sin(θ1 − θ4)

r cos(θ2 − θ4)− r′ + ir sin(θ2 − θ4)

=
A1 + iA2

(r cos(θ2 − θ4)− r′)2 + r2 sin2(θ2 − θ4)

其中

A1 = r2 cos(θ1 − θ2)− rr′(cos(θ1 − θ4) + cos(θ2 − θ4)) + r′2

A2 = r2 sin(θ1 − θ2) + rr′(sin(θ2 − θ4)− sin(θ1 − θ4))

于是
A2

A1

= tan θ1 − θ2
2

=
sin(θ1 − θ2)

1 + cos(θ1 − θ2)

移项并利用三角函数的和差角公式整理得到

r2 sin(θ1 − θ2)− r′2 sin(θ1 − θ2) = 0

由于 z1 ̸= z2, θ1 ̸= θ2，只有 r′ = r。因此 z4 = z0 + reiθ4 满足圆的参数方程，证毕。

由以上分析过程可知，n 个相异的点 z1, z2, . . . , zn 共线的充要条件为
z3 − z1
z2 − z1

∈ R，且 ⟨z1, z2, z3, zk⟩ ∈ R 对于

k = 4, . . . , n 成立；共圆的充要条件为
z3 − z1
z2 − z1

/∈ R，且 ⟨z1, z2, z3, zk⟩ ∈ R 对于 k = 4, . . . , n 成立。
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4. (20)令 Dn = {z1, z2, . . . , zn}是平面上 n个相异的点，且满足 |zk| = r, k = 1, 2, . . . , n，r > 0固定。令 fn(z) =

zn+c1z
n−1+· · ·+cn−1z+cn，证明：当 n ≥ 3时，Dn 构成正 n多边形顶点的充要条件为 c1 = c2 = · · · = cm = 0，

这里 m =


n− 1

2
, n奇

n

2
, n偶

，并证明：m 不能被更小的正整数取代。

解： 必要性：若 Dn 构成正 n 边形顶点，由于它们的模相等，到原点距离相等，因此这个正 n 边形的中心一定是

原点，退化为题 2，于是 c1 = c2 = · · · = cm = 0 成立。

充分性：fn(z) = zn + c1z
n−1 + · · ·+ cn−1z + cn 的 n 个互异根为 z1, z2, . . . , zn，由多项式根与系数的关系，设

关于 z1, z2, . . . , zn 的初等对称多项式

σk =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

zi1zi2 . . . zik , k = 1, 2, . . . , n

则 fn(z) = zn − σ1z
n−1 + · · · + (−1)n−1σn−1z + (−1)nσn。观察到 |zk|2 = zkzk = r2，可以发现这些系数间的

转化关系

σn−k =
∑

1≤i1<i2<···<in−k≤n

zi1zi2 . . . zin−k

=
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

z1z2 . . . zn
zi1zi2 . . . zik

=
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

z1z2 . . . zn
zi1zi1zi2zi2 . . . zikzik

zi1zi2 . . . zik

=
z1z2 . . . zn

r2k
σk

于是，当 n 为奇数时，σn−k =
z1z2 . . . zn

r2k
σk = 0, k = 1, 2, . . . ,

n− 1

2
，因此 c1 = c2 = · · · = cn−1 = 0。

当 n 为偶数时，σn−k =
z1z2 . . . zn

r2k
σk = 0, k = 1, 2, . . . ,

n

2
，因此 c1 = c2 = · · · = cn−1 = 0。

由题 2 的结论，Dn 构成以原点为中心的正 n 边形顶点。

下面证明 m 不能被更小的正整数取代。

分情况讨论，当 n 为偶数时，若 m 至少减小 1，则取 fn(z) = zn − (1 + i)z
n
2 + i = (z

n
2 − 1)(z

n
2 − i) 满足

c1 = c2 = · · · = cm = 0 的条件；f ′
n(z) = nz

n
2 (z

n
2 −1 − 1 + i

2
) 与 fn(z) 无次数大于 0 的公因式，因此 fn(z) = 0

没有重根；其 n 个互异根为 z
n
2 − 1 = 0, z

n
2 − i = 0 的根的集合，显然有 |zk| = 1, k = 1, 2, . . . , n 为定值。可见

这样的 fn(z) 符合题意，但由题 2 知此时确定的 Dn 并不构成正 n 边形顶点。

当 n 为奇数时，m 至少减少 1，则取 fn(z) = zn − eiz
n+1
2 − z

n−1
2 + ei = (z

n+1
2 − 1)(z

n−1
2 − ei) 满足 c1 = c2 =

· · · = cm = 0 的条件；设 n0 =
n− 1

2
，分别令两个因式为 0，可以得到其根组成的集合为 {eiφ|φ ∈ A}，其中

A = { 1

n0

,
2π + 1

n0

, . . . ,
2(n0 − 1)π + 1

n0

} ∪ { 0

n0 + 1
,

2π

n0 + 1
, . . . ,

2n0π

n0 + 1
}

可以看出这 n 个根互异 (这是由于集合 A 的第一部分中的 φ 均为 π 的无理数倍，而第二部分中的 φ 均为 π

的有理数倍)，且模都是 1。于是这样的 fn(z) 符合题意，但由题 2 知此时确定的 Dn 并不构成正 n 边形顶点。

5. (10)fn(z) 由第 4 题给出，给出 Dn 构成正 n 边形顶点时 c1, c2, . . . , cn 应满足的充要条件并写出 fn(z) 的简化

形式，同时求出外接圆的圆心和半径 (用 c1, c2, . . . , cn 表示)。

解： 若 Dn 构成正 n 边形顶点，则其中心为 z0 =
z1 + z2 + · · ·+ zn

n
。因此 Dn 构成正 n 边形顶点等价于以 z1 −

z0, z2−z0, . . . , zn−z0 为以原点为中心的正 n边形顶点，由题 2知这也就是等价于以 z1−z0, z2−z0, . . . , zn−z0

为根的多项式除最高次项和常数项其余项的系数均为 0。

由根与系数的关系，z1+z2+ · · ·+zn = σ1 = −c1。因此，z0 = −c1
n
。由平移的性质，以 z1−z0, z2−z0, . . . , zn−z0

为根的多项式为

(z + z0)
n + c1(z + z0)

n−1 + · · ·+ cn−1(z + z0) + cn

4



也即

(z − c1
n
)n + c1(z −

c1
n
)n−1 + · · ·+ cn−1(z −

c1
n
) + cn

将上式展开并运用题 2 的结论，经化简便得到了 c1, c2, . . . , cn 应满足的充要条件为下列方程组

c1 =
C1

nc1
n

c2 =
C2

nc
2
1

n2

c3 =
C3

nc
3
1

n3

. . .

cn−1 =
Cn−1

n cn−1
1

nn−1

此时可简化 fn(z) 为

fn(z) = zn +
C1

nc1
n

zn−1 +
C2

nc
2
1

n2
zn−2 + · · ·+ Cn−1

n cn−1
1

nn−1
z + cn

= (z +
c1
n
)n + cn − cn1

nn

从化简后的式子看出，外接圆圆心为 z0 = −c1
n
，半径为 r =

∣∣∣cn − cn1
nn

∣∣∣ 1
n

。

6. (30) 利用 sin z = z

+∞∏
n=1

(
1− z2

n2π2

)
, cos z =

+∞∏
n=1

(
1− z2

(n− 1
2
)2π2

)
对于 n = 1, 2, . . . 证明：

(1)ζ(2n)
π2n

− ζ(2n− 2)

3!π2n−2
+ · · ·+ (−1)n−1 ζ(2)

(2n− 1)!π2
+ (−1)n

n

(2n+ 1)!
= 0

(2)2
2n − 1

π2n
ζ(2n)− 22n−2 − 1

2!π2n−2
ζ(2n− 2) + · · ·+ (−1)n−1(22 − 1)

(2n− 2)!π2
ζ(2) +

(−1)n

2(2n− 1)!
= 0

(3) 令 an =
ζ(2n)

π2n
，证明：(n+

1

2
)an =

n−1∑
k=1

akan−k，并由此给出 a1, . . . , a8 的值 (用分数表达)。

解： (1) 在无穷乘积展开式 sin z = z

+∞∏
n=1

(
1− z2

n2π2

)
两边同时取对数得到

ln | sin z| = ln |z|+
+∞∑
n=1

ln
∣∣∣∣1− z2

n2π2

∣∣∣∣
两侧同时求导得到

cot z =
1

z
+

+∞∑
n=1

2z

z2 − n2π2

两边同时乘 z，可做如下转化

z cot z = 1 + 2

+∞∑
m=1

z2

z2 −m2π2

= 1− 2

+∞∑
m=1

z2

m2π2

1− z2

m2π2

= 1− 2

+∞∑
m=1

+∞∑
n=1

(
z2

m2π2

)n

= 1− 2

+∞∑
n=1

+∞∑
m=1

(
z2

m2π2

)n

= 1− 2

+∞∑
n=1

ζ(2n)

π2n
z2n
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两边同乘
sin z

z
，并利用 sin z, cos z 的泰勒级数得到

+∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n+ 1)!

(
1− 2

+∞∑
n=1

ζ(2n)

π2n
z2n

)
=

+∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!

考察两侧 z2n 的系数，令其相等，得到

(−1)n
1

(2n+ 1)!
− 2

n∑
k=1

(−1)n−k ζ(2k)

(2n+ 1− 2k)!π2k
= (−1)n

1

(2n)!

移项并化简便得到了
n∑

k=1

(−1)n−k ζ(2k)

(2n+ 1− 2k)!π2k
+ (−1)n

n

(2n+ 1)!
= 0

(2) 仿照 (1) 的方法，在无穷乘积展开式 cos z =

+∞∏
n=1

(
1− z2

(n− 1
2
)2π2

)
两边取对数得到

ln | cos z| =
+∞∑
n=1

ln
∣∣∣∣1− z2

(n− 1
2
)2π2

∣∣∣∣
两边同时求导得到

tan z =

+∞∑
m=1

2z

(m− 1
2
)2π2 − z2

两边同时乘 z 并作如下转化

z tan z = z

+∞∑
m=1

2z

(m− 1
2
)2π2 − z2

= 2

+∞∑
m=1

z2

(m− 1
2 )

2π2

1− z2

(m− 1
2 )

2π2

= 2

+∞∑
m=1

+∞∑
n=1

(
z2

(m− 1
2
)2π2

)2

= 2

+∞∑
n=1

z2n

π2n

+∞∑
m=1

1

(m− 1
2
)2n

= 2

+∞∑
n=1

22nz2n

π2n

+∞∑
m=1

1

(2m− 1)2n

= 2

+∞∑
n=1

22nz2n

π2n

(
ζ(2n)−

+∞∑
m=1

1

(2m)2n

)

= 2

+∞∑
n=1

(22n − 1)z2n

π2n
ζ(2n)

两侧同乘 cos z，并代入 sin z, cos z 的泰勒级数得到

2

+∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!

+∞∑
n=1

(22n − 1)z2n

π2n
ζ(2n) = z

+∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!

考察两侧 z2n 的系数，令其相等，得到

2

n∑
k=1

(22k − 1)ζ(2k)

π2k

(−1)2n−2k

(2n− 2k)!
=

(−1)n−1

(2n− 1)!

这也就是
n∑

k=1

(22k − 1)ζ(2k)

(2n− 2k)!π2k
+

(−1)n

2(2n− 1)!
= 0

6



(3) 由 (1) 知
+∞∑
n=1

anz
2n =

+∞∑
n=1

ζ(2n)

π2n
z2n =

1− z cot z
2

于是 (
1− z cot z

2

)2

=

(
+∞∑
n=1

anz
2n

)(
+∞∑
n=1

anz
2n

)
=

+∞∑
n=2

(
n−1∑
k=1

akan−k

)
z2n

对左侧进行不定积分得到 (
3z − 3z2 cot z − z3

12

)′

=

(
1− z cot z

2

)2

对左侧进行泰勒展开
3z − 3z2 cot z − z3

12
= −z

4
(z cot z) + z

4
− z3

12

= −z

4

(
1− 2

+∞∑
n=1

ζ(2n)

π2n
z2n

)
+

z

4
− z3

12

两侧同时求导，得到(
1− z cot z

2

)2

=

(
z

2

+∞∑
n=1

ζ(2n)

π2n
z2n − z3

12

)′

=

+∞∑
n=1

(2n+ 1)ζ(2n)

2π2n
z2n − z2

4
=

+∞∑
n=2

(2n+ 1)ζ(2n)

2π2n
z2n

其中消去的过程利用了 ζ(2) =
π2

6
，可在 (1) 中代入 n = 1 得到。于是

+∞∑
n=2

(2n+ 1)ζ(2n)

2π2n
z2n =

+∞∑
n=2

(
n−1∑
k=1

akan−k

)
z2n

对比两侧系数就有

(2n+ 1)ζ(2n)

2π2n
= (n+

1

2
)an =

n−1∑
k=1

akan−k

计算得到 a1, a2, . . . , a8 的值为

a1 =
1

6
, a2 =

1

90
, a3 =

1

945
, a4 =

1

9450
, a5 =

1

93555
, a6 =

691

638512875
, a7 =

2

18243225
, a8 =

3617

325641566250

7. (20) 证明：

(1)
+∞∑
n=1

ζ(2n)

n(2n+ 1)
= ln 2π

e

(2)
+∞∑
n=1

ζ(2n)

2nn(2n+ 1)
= ln π

e

解： (1) 由题 6(1) 可知
+∞∑
n=1

ζ(2n)

π2n
z2n =

1− z cot z
2

两侧同除 z
+∞∑
n=1

ζ(2n)

π2n
z2n−1 =

1− z cot z
2z

两侧同时不定积分得到
+∞∑
n=1

ζ(2n)

π2nn
z2n = ln |z| − ln | sin z|

对上式的两侧同时定积分
+∞∑
n=1

ζ(2n)

π2nn

∫ π

0

z2ndz =

∫ π

0

ln zdz −
∫ π

0

ln sin zdz

7



也即
+∞∑
n=1

πζ(2n)

n(2n+ 1)
=

∫ π

0

ln zdz −
∫ π

0

ln sin zdz

容易计算出

∫ π

0

ln zdz = π lnπ−π。而对于第二个定积分的计算，可以利用对称性。

∫ π

0

ln sin zdz = 2

∫ π
2

0

ln sin zdz，

设 I =

∫ π
2

0

ln sin zdz。则

I =

∫ π
4

0

ln sin zdz +

∫ π
2

π
4

ln sin zdz =

∫ π
4

0

ln sin zdz +

∫ π
4

0

ln cos zdz =

∫ π
4

0

ln sin(2z)dz − π

4
ln 2 =

1

2
I − π

4
ln 2

因此 I = −π

2
ln 2,

∫ π

0

ln sin zdz = 2I = −π ln 2。于是

+∞∑
n=1

πζ(2n)

n(2n+ 1)
= π lnπ − π + π ln 2 = π ln 2π

e

即
+∞∑
n=1

ζ(2n)

n(2n+ 1)
= ln 2π

e

(2) 与 (1) 的证明方法类似，不同的是将
+∞∑
n=1

ζ(2n)

π2nn
z2n = ln |z| − ln | sin z|

进行定积分时积分区间减半，如下

+∞∑
n=1

ζ(2n)

π2nn

∫ π
2

0

z2ndz =

∫ π
2

0

ln zdz −
∫ π

2

0

ln sin zdz

左侧

∫ π
2

0

z2ndz =
π2n+1

22n+1(2n+ 1)
，右侧

∫ π
2

0

ln zdz =
π

2
ln π

2
− π

2
，且由 (1) 知

∫ π
2

0

ln sin zdz = −π

2
ln 2 代入就

得到了
+∞∑
n=1

πζ(2n)

22n+1n(2n+ 1)
=

π

2
ln π

e

于是
+∞∑
n=1

ζ(2n)

2nn(2n+ 1)
= ln π

e

8. (10)f(z) 在 |z| < 1 内处处可导，在 |z| ≤ 1 上连续，若 f(eiθ) ∈ R, θ ∈ [0, 2π)，证明：f(z) ≡ C(∈ R) 为常数

函数 (∀|z| ≤ 1)。

解： 由于 f(z) 在 |z| < 1 内可导，因此在 |z| < 1 内解析，而 eiz 在整个复平面内解析，于是复合函数

g(z) = eif(z)

在 |z| < 1内解析。由最大模原理，|g(z)|在 |z| = 1上取得最大值，不妨设在 z0 = eiθ0 处取得。由于 f(eiθ0) ∈ R，
有

|g(z)| ≤ |g(z0)| = |eif(e
iθ0 )| = 1

同理，对
1

g(z)
= e−if(z)

进行同样的分析，得到 ∣∣∣∣ 1

g(z)

∣∣∣∣ ≤ 1
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综合以上两式，|g(z)| ≡ 1 在 |z| ≤ 1 上成立。由于 g(z) = eif(z)，这表明 f(z) ∈ R 对于 |z| ≤ 1 恒成立。设

f(z) = u(x, y) + iv(x, y)，则 v(x, y) ≡ 0，于是对于 |z| < 1

∂v

∂x
=

∂v

∂y
= 0

由柯西-黎曼方程，这同样意味着
∂u

∂x
=

∂u

∂y
= 0

结合 f(z) 在 |z| ≤ 1 上的连续性，f(z) ≡ eiθ0 ∈ R 为常数函数。

9. (10)f(z) 在 |z| ≤ 1 内解析且不为常数函数，若 |f(z0)| = max
|z|≤1

|f(z)|，证明：|z0| = 1 且 f(z0) ̸= 0。

解： 设区域 D = {z||z| ≤ 1}，由于 f(z) 在 D 内解析且不为常数函数，由最大模原理知，f(z) 在 ∂D 上，也就是

|z| = 1 上取得最大值。因此 |z0| = 1。而若 f(z0) = 0，则 |f(z0)| = 0，由于 |f(z)| ≤ f |z0| 对于 |z| ≤ 1 恒成

立，即 0 ≤ |f(z)| ≤ 0，只能有 |f(z)| ≡ 0，也就是 f(z) ≡ 0 在 |z| ≤ 1 内成立，这与 f(z) 不是常数函数矛盾。

因此 f(z0) ̸= 0。

10. (10) 若 |zk| = r > 0, k = 1, 2, 3, . . . , n(n ≥ 3)，r > 0 是常数，若 {z1, z2, . . . , zn} 构成正 n 边形的 n 个顶点，

求 S =

n∑
k=1

|zk − z1|2。

解： 由于 |zk| = r > 0，因此 {z1, z2, . . . , zn} 位于以原点为圆心，r 为半径的圆上。由于 {z1, z2, . . . , zn} 构成正 n

边形的 n 个顶点，则此正 n 边形的中心在原点。可以将此正 n 边形绕原点旋转至标准位置 (即顶点为 zn = rn

的 n 个根的位置)，不改变 S 的值。于是 S 的计算可以用这种位置状态下的 n 个顶点来计算。

设单位根 ω = eiφ，其中 φ =
2π

n
，设 z1 = r，则

S =

n−1∑
k=1

|rωk − r|2 = r2
n−1∑
k=1

|ωk − 1|2 = r2
n−1∑
k=1

(ωk − 1)(ωk − 1) = r2
n−1∑
k=1

(2− ωk − ω−k)

由等比数列的求和公式
n−1∑
k=1

ωk =
ω − ωn

1− ω
= −1,

n−1∑
k=1

ω−k =
ω − ω−n

1− ω
= −1

因此

S = r2(2(n− 1)−
n−1∑
k=1

ωk −
n−1∑
k=1

ω−k) = 2nr2

11. (30) 求积分

(1)I1 =
∫ +∞

0

xnp−1

(axn + b)m
dx,m, n, p ∈ N,m > p, a > 0, b > 0

(2)I2 =
∫ +∞

−∞

dx

(ax2 + bx+ c)n
, n ∈ N, a > 0, ac > b2

(3)I3 =
∫ +∞

0

xm−1

1 + x+ · · ·+ xn−1
dx,m, n ∈ N, n > m+ 1

解： (1)n = 0 时 I1 =

∫ +∞

0

x−1

(a+ b)m
dx 不存在。设 f(x) =

xnp−1

(axn + b)m
，当 p = 0 时，f(x) =

1

x(axn + b)m
，

lim
x→0

f(x)

1/x
=

1

bm
，由比较判别法可知原广义积分不收敛。因此 n > 0, p > 0。作变量代换 z = xn，则 dx =

d(z
1
n ) =

1

n
z

1
n−1dz。于是

I1 =

∫ +∞

0

zp−
1
n

(az + b)m
1

n
z

1
n−1dz =

1

n

∫ +∞

0

zp−1

(az + b)m
dz

设 g(z) =
zp−1

(az + b)m
ln z，则 g(z) 有一个 m 阶零点 z0 = − b

a
，取积分围道如下图所示
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O
−ϵ

−R x

y

其中 R 足够大，ϵ 足够小，使 z0 在围道内。则在 x 轴下沿，ln z 的值相比 x 轴上沿增加了 2πi。应用留数定

理，有∫
CR

g(z)dz +

∫
Cϵ

g(z)dz +

∫ R

ϵ

zp−1

(az + b)m
ln zdz −

∫ R

ϵ

zp−1

(az + b)m
(ln z + 2πi)dz = 2πiRez[g(z), z0]

其中 ∣∣∣∣∫
CR

g(z)dz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
CR

zp−1

(az + b)m
ln zdz

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ 2π

0

(Reiθ)p−1

(aReiθ + b)m
(lnR+ iθ)iReiθdθ

∣∣∣∣
≤ 2π

∣∣∣∣ (Reiθ)p−1

(aReiθ + b)m
(lnR+ iθ)iReiθ

∣∣∣∣
≤ 2πRp

(aR− b)m
(lnR+ 2π) → 0(R → +∞)∣∣∣∣∫

Cϵ

g(z)dz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
Cϵ

zp−1

(az + b)m
ln zdz

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ 2π

0

(ϵeiθ)p−1

(aϵeiθ + b)m
(ln ϵ+ iθ)iϵeiθdθ

∣∣∣∣
≤ 2π

∣∣∣∣ (ϵeiθ)p−1

(aϵeiθ + b)m
(ln ϵ+ iθ)iϵeiθ

∣∣∣∣
≤ 2πϵp

(b− aϵ)m
(2π − ln ϵ) → 0(ϵ → 0)

这是由于 m > p ≥ 1。于是，令 ϵ → 0, R → +∞，移项得到

I1 = − 1

n
Rez[g(z), z0]

由留数计算公式

Rez[g(z), z0] =
1

(m− 1)!
lim
z→z0

dm−1

dzm−1
((z − z0)

mg(z))

=
1

(m− 1)!
lim
z→z0

dm−1

dzm−1

(
zp−1 ln z

am

)
=

1

(m− 1)!
lim
z→z0

(−1)m−1−p(p− 1)!(m− 1− p)!

amzm−p

= −(p− 1)!(m− 1− p)!

(m− 1)!apbm−p

于是

I1 =
(p− 1)!(m− 1− p)!

n(m− 1)!apbm−p
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(2) 由于 a > 0 且 ac > b2 ≥ 0，所以判别式 ∆ = b2 − 4ac < 0，可以知道 ax2 + bx + c = 0 有两个共轭的

复根，分别在上半平面和下半平面。设 f(z) =
1

(az2 + bz + c)n
，则 f(z) 有 2 个 n 阶极点，在上半平面的为

z1 = − b

2a
+ i

√
4ac− b2

2a
，在下半平面的是 z1 = − b

2a
− i

√
4ac− b2

2a
。取积分围道如下图所示

O−R R x

y

其中，R 足够大以使 z1 在围道内。由留数定理∫ R

−R

f(z)dz +

∫
CR

f(z)dz = 2πiRez[f(z), z1]

而 ∣∣∣∣∫
CR

f(z)dz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
CR

1

(az2 + bz + c)n
dz

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ π

0

1

(aR2e2iθ + bReiθ + c)2
iReiθdθ

∣∣∣∣
≤ π

∣∣∣∣ 1

(aR2e2iθ + bReiθ + c)n
iReiθ

∣∣∣∣
≤ πR

(aR2 − bR− c)n
→ 0(R → +∞)

因此，令 R → +∞，有
I2 = 2πiRez[f(z), z1]

由留数计算公式

Rez[f(z), z1] =
1

(n− 1)!
lim
z→z1

dn−1

dzn−1
((z − z1)

nf(z))

=
1

(n− 1)!
lim
z→z1

dn−1

dzn−1

1

an(z − z2)n

=
1

(n− 1)!an
(−1)n−1(2n− 2)!

(n− 1)!(z1 − z2)2n−1

= −an−1(2n− 2)!
√
4ac− b2i

(4ac− b2)n((n− 1)!)2

于是

I2 =
2πan−1(2n− 2)!

√
4ac− b2

((n− 1)!)2(4ac− b2)n

(3) 仿照 (1) 的方法，设 g(z) =
zm−1

1 + z + · · ·+ zn−1
ln z，则 g(z) 有 n − 1 个 1 阶极点 ω, ω2, . . . , ωn−1，其中

ω = ei
2π
n 为单位根。取积分围道如下图所示
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O
−ϵ

−R x

y

其中 R 足够大，ϵ 足够小，使 ω, ω2, . . . , ωn−1 在围道内。则在 x 轴下沿，ln z 的值相比 x 轴上沿增加了 2πi。

应用留数定理，有∫
CR

g(z)dz+

∫
Cϵ

g(z)dz+

∫ R

ϵ

zm−1

1 + z + · · ·+ zn−1
ln zdz−

∫ R

ϵ

zm−1

1 + z + · · ·+ zn−1
(ln z+2πi)dz = 2πi

n−1∑
k=1

Rez[g(z), ωk]

由于 n > m+ 1，沿圆周的积分可做如下估计∣∣∣∣∫
CR

g(z)dz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
CR

zm−1

1 + z + · · ·+ zn−1
ln zdz

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ 2π

0

(Reiθ)m−1

1 +Reiθ + · · ·+ (Reiθ)n−1
(lnR+ iθ)iReiθdθ

∣∣∣∣
≤ 2π

∣∣∣∣ (Reiθ)m−1

1 +Reiθ + · · ·+ (Reiθ)n−1
(lnR+ iθ)iReiθ

∣∣∣∣
≤ 2πRm

Rn−1 −Rn−2 − · · · −R− 1
(lnR+ 2π) → 0(R → +∞)∣∣∣∣∫

Cϵ

g(z)dz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
Cϵ

zm−1

1 + z + · · ·+ zn−1
ln zdz

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ 2π

0

(ϵeiθ)m−1

1 + ϵeiθ + · · ·+ (ϵeiθ)n−1
(ln ϵ+ iθ)iϵeiθdθ

∣∣∣∣
≤ 2π

∣∣∣∣ (ϵeiθ)m−1

1 + ϵeiθ + · · ·+ (ϵeiθ)n−1
(ln ϵ+ iθ)iϵeiθ

∣∣∣∣
≤ 2πϵm

1− ϵ− · · · − ϵn−1
(2π − ln ϵ) → 0(ϵ → 0)

于是，令 ϵ → 0, R → +∞，移项得到

I3 = −
n−1∑
k=1

Rez[g(z), ωk]

由留数计算公式并结合洛必达法则

Rez[g(z), ωk] = lim
z→ωk

(z − ωk)g(z)

= lim
z→ωk

zm−1(z − 1)(z − ωk) ln z

zn − 1

= lim
z→ωk

zm−2(z − 1)(z − ωk) + ((m+ 1)zm −m(1 + ωk)zm−1 + (m− 1)ωkzm−2) ln z

nzn−1

=
2πi

n2
k(ωk(m+1) − ωkm)

因此
n−1∑
k=1

Rez[g(z), ωk] =
2πi

n2

(
n−1∑
k=1

k(ωm+1)k −
n−1∑
k=1

k(ωm)k

)
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当 x ̸= 1时，设 S =

n−1∑
k=1

kxk，则 xS =

n∑
k=2

(k−1)xk，两式相减并移项得到 S =
(n− 1)xn − (x+ x2 + · · ·+ xn−1)

x− 1
=

(n− 1)xn − xn−x
x−1

x− 1
。分别令 x = ωm+1, ωm，得到

n−1∑
k=1

k(ωm+1)k =
n

ωm+1 − 1
=

n

2i sin (m+1)π
n

ei
(m+1)π

n

n−1∑
k=1

k(ωm)k =
n

ωm − 1
=

n

2i sin mπ
n
ei

mπ
n

于是

n−1∑
k=1

Rez[g(z), ωk] =
π

n

(
1

sin (m+1)π
n

ei
(m+1)π

n

− 1

sin mπ
n
ei

mπ
n

)
=

π(sin mπ
n

− sin (m+1)π
n

ei
π
n )

n sin (m+1)π
n

sin mπ
n
ei

(m+1)π
n

= −
π sin π

n

n sin (m+1)π
n

sin mπ
n

从而

I3 = −
n−1∑
k=1

Rez[g(z), ωk] =
π sin π

n

n sin mπ
n

sin (m+1)π
n

12. (20)用分式线性映射叠加映射的方法 (几何方法)求出一个分式线性映射 ω =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ C, ad−bc ̸= 0，

将异心圆环域 D1 映成同心圆环域 D2，并求出 r 来。这里

D1 = {z||z − z1| > r1, |z − z2| < r2, z1 ̸= z2且|z1 − z2|+ r1 < r2}

D2 = {z|r < |z| < 1, 0 < r < 1}

或

D2 = {z|1 < |z| < r, r > 1}

(注：不能用共同对称点的方法)

解： 设穿过两圆圆心 z1, z2 的直线沿 z1 到 z2 的方向与两圆分别交于 A,B,C,D

z1

z2

B

C

A

D

则直线倾角为

θ0 = arg(z2 − z1)

可表示出四点为

A = z2 − r2e
iθ0

B = z1 − r1e
iθ0

C = z1 + r1e
iθ0

D = z2 + r2e
iθ0

同时

z2 − z1 = |z1 − z2|eiθ0

13



设分式线性变换

w1(z) =
z −A

D − z
=

z − z2 + r2e
iθ0

z2 + r2eiθ0 − z

则 w1 将 A 映射为原点，将 D 映射为实轴上正无穷远点，而

w1(B) =
z1 − z2 − r1e

iθ0 + r2e
iθ0

z2 − z1 + r2eiθ0 + r1eiθ0
=

r2 − r1 − |z1 − z2|
r1 + r2 + |z1 − z2|

w1(C) =
z1 − z2 + r1e

iθ0 + r2e
iθ0

z2 − z1 + r2eiθ0 − r1eiθ0
=

r1 + r2 − |z1 − z2|
r2 − r1 + |z1 − z2|

均在实轴正半轴上，且
w1(B)

w1(C)
=

(r2 − r1)
2 − |z1 − z2|2

(r1 + r2)2 − |z1 − z2|2
< 1

因此 w1(C) 在 w1(B) 右侧。由分式线性变换的保圆性，两个圆分别被映射为实轴正半轴和直径在实轴上的一

个圆，如下图所示

w1(A) = 0 w1(B) w1(C) w1(D) = ∞

下面对 D2 进行类似的变换。当 0 < r < 1 时，D2 如下图所示

0−r r−1 1

令分式线性变换

w2(z) =
z + 1

1− z

则同理可验证 D2 被映射为

0 x1 x2 ∞

其中

x1 =
1− r

1 + r

x2 =
1 + r

1− r

再通过伸缩变换

w3(z) = kz, k ∈ R

将 w1(D1) 和 w2(D2) 联系起来。设 w3(w1(D1)) = w2(D2)，则只需

w3

(
r2 − r1 − |z1 − z2|
r1 + r2 + |z1 − z2|

)
=

1− r

1 + r

14



w3

(
r1 + r2 − |z1 − z2|
r2 − r1 + |z1 − z2|

)
=

1 + r

1− r

解得 
k =

√
(r2 + |z1 − z2|)2 − r21
(r2 − |z1 − z2|)2 − r21

r =
r21 + r22 − |z1 − z2|2 −

√
(r21 + r22 + |z1 − z2|)2 − 4r21r

2
2

2r1r2
于是所求的分式线性映射为

w(z) = w−1
2 (w3(w1(z))) =

kw1(z)− 1

1 + kw1(z)
=

|z1 − z2|(k + 1)z − |z1 − z2|(k + 1)z2 + (k − 1)r2(z2 − z1)

|z1 − z2|(k − 1)z − |z1 − z2|(k − 1)z2 + (k + 1)r2(z2 − z1)

其中 k 表达式如上所示，r 也已求出。

当 r > 1 时，如下图所示

0−1 1−r r

令分式线性变换

w2(z) =
z + r

r − z

则同理可验证 D2 被映射为

0 x1 x2 ∞

其中

x1 =
r − 1

1 + r

x2 =
1 + r

r − 1

再通过伸缩变换

w3(z) = kz, k ∈ R

将 w1(D1) 和 w2(D2) 联系起来。设 w3(w1(D1)) = w2(D2)，则只需

w3

(
r2 − r1 − |z1 − z2|
r1 + r2 + |z1 − z2|

)
=

r − 1

1 + r

w3

(
r1 + r2 − |z1 − z2|
r2 − r1 + |z1 − z2|

)
=

1 + r

r − 1

解得 
k =

√
(r2 + |z1 − z2|)2 − r21
(r2 − |z1 − z2|)2 − r21

r =
r21 + r22 − |z1 − z2|2 +

√
(r21 + r22 + |z1 − z2|)2 − 4r21r

2
2

2r1r2
于是所求的分式线性映射为

w(z) = w−1
2 (w3(w1(z))) =

krw1(z)− r

1 + kw1(z)
=

|z1 − z2|(k + 1)rz − |z1 − z2|(k + 1)rz2 + (k − 1)rr2(z2 − z1)

|z1 − z2|(k − 1)z − |z1 − z2|(k − 1)z2 + (k + 1)r2(z2 − z1)

其中 k, r 表达式如上所示，r 也已求出。
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