
第三章部分习题解答及提示

3. 错误。例如，f(z) = z, 则Re[f(z)] = x, Im[f(z)] = y. 令C : |z| = 1,

即f(z) = z = eiθ = cos θ + i sin θ, 0 ≤ θ ≤ 2π.

则有∮
C
Re[f(z)]dz =

∫ 2π

0
cos θd(eiθ) =

∫ 2π

0
i cos θ(cos θ + i sin θ)dθ

= i
∫ 2π

0
cos2 θdθ −

∫ 2π

0
sin θ cos θdθ = πi ̸= 0.

同理可证：∮
C
Im[f(z)]dz =

∫ 2π

0
sin θd(eiθ) =

∫ 2π

0
i sin θ(cos θ + i sin θ)dθ

= −
∫ 2π

0
sin2 θdθ + i

∫ 2π

0
sin θ cos θdθ = −π ̸= 0.

10. 证明：(a). 当曲线C包含原点时，记2d(> 0)为C到原点的最小距

离，则由闭路变形定理，知∮
C

1

z2
dz =

∮
|z|=d

1

z2
dz =

∫ 2π

0

ideiθdθ

d2e2iθ
=

−i

d

∫ 2π

0

e−iθdθ = 0.

(b). 当曲线C不包含原点时，被积函数f(z) = 1
z2
在C内和C上均解析，故知

积分为零。

16. 错误。反例见习题10.

17. 提示：利用Cauchy积分公式(3.5.1).

21. 提示：证明两边均等于2πif ′(z0).

27. (1) if(z) = i(u− iv) = v + iu = v− iu. 这时由Cauchy-Riemann定理

得

∂v

∂x
=

∂(−u)

∂y
,

∂(−u)

∂y
=

∂v

∂x
.
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故if(z)也解析。

(2) 的结论可由(1)得到。

(3). 证明：由|f(z)|2 = u2 + v2，可得

∂2

∂x2
|f(z)|2 = 2

[
(ux)

2 + (vx)
2 + uuxx + vvxx

]
,

及

∂2

∂y2
|f(z)|2 = 2

[
(uy)

2 + (vy)
2 + uuyy + vvyy

]
.

将以上两式相加并利用uxx + uyy = vxx + vyy = 0得：

∂2

∂x2 |f(z)|2 + ∂2

∂y2
|f(z)|2

= 2 [(ux)
2 + (vx)

2 + (uy)
2 + (vy)

2] + 2 [u(uxx + uyy) + v(vxx + vyy)]

= 2 [(ux)
2 + (vx)

2 + (uy)
2 + (vy)

2] .

再利用Cauchy-Riemann定理ux = vy, uy = −vx和导数公式f ′(z) = ux+ivx得

上面等式的右边为

4
[
(ux)

2 + (vx)
2
]
= 4|f ′(z)|2.

补充题证明：

令r > R0, 由Cauchy 积分公式得：∣∣f (n)(0)
∣∣ =

∣∣ n!
2πi

∣∣ ∣∣∣∮|z|=r
f(z)
zn+1dz

∣∣∣
≤ n!

2π

∮
|z|=r

|f(z)|
|z|n+1 |dz| ≤ n!

2π

∫ 2π

0
M(r)
rn+1 rdθ

= n!M(r)
rn

.

当f(z)有界时，存在常数M0 > 0, 使得M(r) ≤ M0, 当n ≥ 1时有

0 ≤
∣∣f (n)(0)

∣∣ ≤ n!M0

rn
→ 0, r → +∞,

即得f (n)(0) = 0, n = 1, 2, · · · . 由Taylor 公式

f(z) ≡
+∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
zn = f(0).
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即f(z)为常数。

类似的，当M(r) ≤ M0

∑n
k=0 r

k时，可证f (n+j)(0) = 0, j = 1, 2, · · · . 因

而由Taylor级数可得

f(z) =
n∑

k=0

f (k)(0)

k!
zk.

即f(z)是一次数不超过n的多项式。
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