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清华大学２０２４－２０２５学年秋季学期期末试题

形式语言与自动机 ２０２５．１
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

一、（１６分）判别下列各命题的真假性，回答狋狉狌犲或者犳犪犾狊犲

１．不使用星号运算符的正则表达式能表达的语言都是有限的正则语言．

　　　　

２．若犔是正则语言，犉是有限的，那么犔∪犉也是正则语言．

　　　　

３．设问题犃和犅 都是ＮＰ问题，且犃可多项式时间归约到犅．若犅是ＮＰ－完全问题，则犃也

是ＮＰ－完全问题．

　　　　

４．任何一个多带图灵机都可以被某个单带图灵机模拟．

　　　　

５．两个上下文无关文法的等价性是可判定的．

　　　　

６．上下文无关文法的二义性是可判定的．

　　　　

７．若犔是正则语言，那么对于它的某个子语言犔′犔，犔′也一定是正则语言．

　　　　

８．如果某个上下文无关文法对一个字符串有２种不同的最左推导，那么该文法是二义的．

　　　　

二、（１２分）单项选择题

１．｛０犿１０狀｜犿≥狀≥１｝

２．｛狑狑犚｜狑∈｛０，１｝
＋，狑犚 为狑 的反向｝

３．｛狑｜狑是图灵机犕 的编码，且狑∈犔（犕）｝

供以上１～３题选择的答案Ａ～Ｉ：

Ａ．是某个有限自动机的语言，也是某个空栈接受方式的ＤＰＤＡ的语言

Ｂ．是某个有限自动机的语言，但不是任何空栈接受方式的ＤＰＤＡ的语言

Ｃ．既是某个终态接受方式的ＤＰＤＡ的语言，又是某个空栈接受方式的ＤＰＤＡ的语言，但不

是任何有限自动机的语言

Ｄ．是某个终态接受方式的ＤＰＤＡ的语言，但不是任何空栈接受方式的ＤＰＤＡ的语言，也不

是任何有限自动机的语言

Ｅ．是某个无二义上下文无关文法的语言，但不是任何ＤＰＤＡ的语言

Ｆ．是某个ＰＤＡ的语言，但不是任何无二义上下文无关文法的语言

Ｇ．是递归语言，但不是任何ＰＤＡ的语言

Ｈ．是递归可枚举语言，但不是递归语言

Ｉ．不是递归可枚举语言

４．下列各种自动机中，与基本图灵机的表达能力不等价的是

Ａ．具有一个计数器的计数器机 Ｂ．具有两个栈的确定性下推自动机

Ｃ．具有一条无穷带的非确定性图灵机 Ｄ．具有两条半无穷带的图灵机

第１页（共５页）



５．下列各种语言中，不能够由一个空栈接受的ＰＤＡ所表达的是

Ａ．任意两个上下文无关语言的交 Ｂ．任意两个上下文无关语言的并

Ｃ．任意一个上下文无关语言的反向 Ｄ．任意一个上下文无关语言的闭包

６．下列问题中不可判定的是

犃．给定一个图灵机犕，是否存在一个长度不超过２０２５的串狑，满足犕 接受狑

犅．给定一个图灵机犕，是否存在一个串狑，使犕 在２０２５步以内接受狑

犆．给定两个正规表达式，它们是否描述同一语言

犇．给定一个布尔表达式，它是否为可满足的

三、（２８分）简答题

１．（６分）设ＣＦＧ犌＝（｛犛，犃，犅，犆，犇｝，｛犪，犫，犮｝，犘，犛），其中犘由下列产生式构成：

犛→犃犅犫

犃→犇犅犪｜犅

犅→犅犫｜ε

犆→犃犅犮｜ε

犇→犮｜ε

（１）消去犘中的ε－产生式得到产生式集合犘１，构成ＣＦＧ犌１，使得犔（犌１）＝犔（犌）－｛ε｝．给

出犘１＝？

（２）消去犘１ 中的Ｕｎｉｔ产生式得到产生式集合犘２，构成ＣＦＧ犌２，使得犔（犌２）＝犔（犌１）．给出

犘２＝？

（３）消去犘２ 中的无用符号得到产生式集合犘３，构成ＣＦＧ犌３，使得犔（犌３）＝犔（犌２）．给出

犘３＝？

２．（４分）文法犌（犛为开始符号）的产生式集合为：

犛→犃犅

犃→犃犅｜犃犆｜犪

犅→犛犛｜犛犃｜犫

犆→犅犆｜犅犛｜犮

犡１４

犡１３ 犡２４

犡１２ 犡２３ 犡３４

犡１１ 犡２２ 犡３３ 犡１４

犪 犫 犮 犫

上图右侧表示对于文法犌和字符串犪犫犮犫应用ＣＹＫ算法时所构造的表．

（１）分别计算图中所有犡犻犼（１≤犻，犼≤４）；

（２）是否有犪犫犮犫∈犔（犌）？

３．（６分）下图表示一个有限自动机犃：

（注意：本题中多处出现有限自动机的描述，可以是也可以不是ＤＦＡ）

start 1

2

3
a

b b

b

aa

（１）试采用课程中的方法，给出一个有限自动机犅，使得犔（犅）＝犔（犃）犚；（犔（犃）犚 为犔（犃）的

反向）

（２）试采用课程中的方法，给出一个有限自动机犆，使得犔（犆）＝｛犪，犫｝－犔（犃）；

（３）设映射犺：｛０，１｝→｛犪，犫｝定义为犺（０）＝犪犪，犺（１）＝犪犫，试构造一个有限自动机犇，使得

犔（犇）＝犺－１（犔（犃））．
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４．（３分）下图刻画了ＰＤＡ犘＝（｛狇０｝，｛０，１｝，｛犣０，犡，犃，犅｝，δ，狇０，犣０）的转移规则，试严格利用

课程中介绍的从空栈接受的ＰＤＡ到ＣＦＧ的转换算法，定义一个与该ＰＤＡ等价的ＣＦＧ，开

始符号设为犛．

start q0

0�Z0 /AAZ0
1�A /BAB
0�B /ε
1�A /B
ε�Z0 /B
ε�Z0 /ε 

５．（４分）一台全路径ＮＦＡ（ａｌｌ－ＮＦＡ）犕 是一个５元组（犙，Σ，δ，狇０，犉）．如果犕 对狓∈Σ
的每

一个可能的计算都结束在犉中的状态，即δ^（狇０，狓）犉，则犕 接受狓．（相反地，普通ＮＦＡ只

需有一个计算结束在接受状态，就接受这个字符串．）实际上，全路径ＮＦＡ识别正则语言类．

请给出一个将全路径ＮＦＡ转化为ＤＦＡ的算法，无需证明算法的正确性．

６．（５分）对于语言：

犔＝｛犪犻犮犫犼｜犼≤犻
２｝

可以利用Ｐｕｍｐｉｎｇ引理证明犔不是上下文无关语言，以下是一个证明概要：

　　用反证法假设犔是上下文无关语言，设狀≥１为上下文无关语言Ｐｕｍｐｉｎｇ引理给出的整

数．

　　取狕＝　①　，则狕∈犔．

　　对任意满足条件狕＝狌狏狑狓狔∧狏狓≠ε∧｜狏狑狓｜≤狀的狌，狏，狑，狓，狔，

　　如果犮在狏狓中，则犽＞１时狌狏
犽狑狓犽狔犔；在犮不在狏狓中的情况下，

　　　　若　②　，取犽＝　③　，则狌狏
犽狑狓犽狔犔；

　　　　若　④　，取犽＝　⑤　，则狌狏
犽狑狓犽狔犔．

试在其中①、②、③、④和⑤处填写适当的内容．（若需更多分支，可自行添加）

四、（２５分）设计题（必要时解释设计思路）

１．（５分）试构造接受下列语言的ＤＦＡ，要求用状态转移图的方式给出答案，且总状态数不超过

６个：

犔＝｛狑∈｛０，１｝｜狑不包含子串０１０且不包含子串１０１｝．

２．（５分）试构造接受下列语言的一个正规表达式：

犔＝｛狑∈｛０，１｝｜狑以１开头和结尾，且狑中１的个数为偶数｝．

３．（５分）试构造接受下列语言的一个上下文无关文法：

犔＝｛狑∈｛０，１｝｜｜狑｜为３的倍数，且狑的前三分之一必须包含１｝．

４．（５分）试构造以终态接受方式接受下列语言的一个ＤＰＤＡ，用状态转移图描述你的设计（必

要时给出设计思路）：

犔＝｛狑∈｛犪，犫｝｜狑中串犪犪的出现次数不少于串犪犫犪的出现次数｝．

（例如串犪犫犪犫犪犪犪犫中犪犪出现了２次，犪犫犪也出现了２次，故犪犫犪犫犪犪犪犫∈犔）
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５．（５分）以下图片描述了一个单带读写图灵机．该图灵机的输入为由０，１构成的字符串，＄表

示空白符．转移规则描述为：读入一个字符，将其替换，然后进行一步移动．以节点犙０ 至犙１

的一条转移规则“０，Ｘ／Ｒ”为例，该转移规则表示读入０后，将当前字符替换为Ｘ，然后向右

移动一步．

（１）当输入是１０１０时，详细写出每一步的转移与对应的纸带上的字符串．判断该输入是否

被接受；

（２）描述该图灵机所接受的语言．

0�X/Rstart Q1 Q2 Q3

Q4

Q5 Q6

Q7

1�Y/R

Y�Y/L
X�X/L
$�$/L

1�1/R
0�0/R

0�X/L
1�Y/L 1�1/L

0�0/L

Q9

Y�Y/R
X�X/RX�X/L

Y�Y/L

X�0/L
Y�1/L

$�$/R
1�1/R
0�0/R
Z�Z/R

X�Z/L

1�1/L
0�0/L
Z�Z/L

0�X/R

Z�Z/L

Q8
1�1/R
0�0/R
Z�Z/R Y�Z/L

1�Y/R X�X/R
Y�Y/R

Q0

五、（１９分）证明题

１．（４分）已知语言犔０１＝｛０
犽１犽｜犽≥０｝不是正规语言，试利用该结论以及正规语言的封闭运算，

证明如下语言犔不是正规语言：

犔＝｛狑｜狑＝犪
犿犫狀，其中犿，狀≥０，且２０２犿≠５狀｝

２．（５分）对于一个含有狀个状态的有限自动机，它的转移关系δ可以用一个狀×狀的矩阵犌 表

示出来．犌的第狌行、第狏列的元素为从状态狌转移到状态狏的字符集合：

犌狌狏＝｛犪∈Σ｜δ（狌，犪）＝狏｝．

考虑所有在状态集合犙，字母表Σ上的这些狀×狀方阵，我们还可以定义这些矩阵之间的运

算：

（犃＋犅）狌狏＝
ｄｅｆ

犃狌狏∪犅狌狏，　（犃犅）狌狏＝
ｄｅｆ

∪
狑∈犙
犃狌狑犅狑狏．

注意集合之间的运算犃狌狑犅狑狏表示连接（ｃｏｎｃａｔｅｎａｔｉｏｎ）．此外，定义单位矩阵犐：

犐狌狏＝
ｄｅｆ ｛ε｝　ｉｆ狌＝狏，


烅
烄

烆 ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ．

矩阵的幂：

犃０＝
ｄｅｆ

犐，　犃
狀＋１＝

ｄｅｆ

犃狀犃，　（犃）狌狏＝
ｄｅｆ

∪
狀≥０

（犃狀）狌狏．

假设狊是自动机的初始状态，犉是接受状态的集合，试证明：犔（犕）＝∪
狋∈犉

（犃）狊狋．
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３．（５分）在｛０，１｝中，如果两个串狓，狔长度相同｜狓｜＝｜狔｜，定义狓和狔 的 犎犪犿犿犻狀犵距离

犎（狓，狔）为狓狔中１的个数（其中表示按位异或），也就是使狓和狔对应处的字符不同的

位置数．假设犔是字母表Σ＝｛０，１｝上的正规语言，试证明如下语言犔１ 也是正规语言：

犔１＝｛狓∈｛０，１｝

｜存在狔∈犔使｜狓｜＝｜狔｜且犎（狓，狔）≤１｝

提示：考虑犔对应的ＤＦＡ犃＝（犙，Σ，δ，狇０，犉），基于犃构造新的有限自动机并证明其恰好识

别犔１．

４．（５分）考虑以下判定问题：给定一个上下文无关语言犔的语法（以上下文无关文法的形式描

述），问犔是否生成无限多个字符串．该问题是否是可判定的？若否，给出证明；若是，给出

一个判定算法（无复杂度要求），并证明算法的正确性．

附加题（５分，直接加入总评成绩）

　　考虑字母表Σ上的语言犔．设狓和狔是两个Σ
中的字符串，如果存在字符串狕，使得狓狕和狔狕

中恰好有一个是犔的成员，则称狓和狔是用犔 可区分的；否则，对每一个字符串狕，狓狕和狔狕要么都

是、要么都不是犔的成员，则称狓和狔是用犔 不可区分的，记作狓≡犔狔．易证≡犔 是一个等价关系，

因此它可以把Σ
划分成一些等价类，定义犔的指数为这些等价类的数量，即｜Σ／≡犔｜．

　　犕狔犺犻犾犾－犖犲狉狅犱犲定理声称一个语言是正则的当且仅当它有有穷的指数．为了表明这一命题成

立，请试证明：

　　（１）如果犔被一台有犽个状态的ＤＦＡ识别，则犔的指数不超过犽；

　　（２）如果犔的指数是一个自然数犽，则可以构造一台有犽个状态的ＤＦＡ识别犔．
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