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清华大学试题专用纸 

考试课程：概率论与数理统计  考试时间：2021 年 1 月 10 日 19：00—21：00 

姓名             学号 20           班级        . 

一 填空题（每空 3 分，共 30 分；答案均写在试卷上，注意标清题号） 

1.线上内容中提到过的贝特朗奇论(Bertrand’s paradox)中，不同理解下得到的概率值分别是___________。 

1 1 1

2 3 4
，，  

2.  ,X Y 的联合密度函数   0, 0, x y
x yp x y e I 
  ，

,  
 

2 ,  

Y X Y
Z

X X Y


  

若

若
，则  2E Z  ___________________。 

解：  2 2 2

0 0
5 5y x y y

y
E Z y e dy e dx y e e dy

            

2 2
2 20

5 5 1 1 5
2

2 2 2 2 4
yy e dy

         
    

二元随机变量  ,X Y 的联合密度函数   , 0, 0
,

0,

x ye x y
f x y

   
 
 其他

，
,  

2 ,  

Y X Y
Z

X X Y


  

若

若
，则  2E Z   

 

3. 将一枚均匀的硬币独立地抛掷 16 次，正面出现次数记为 X，希望对概率  6 10P X  做尽可能准确的估计，

用中心极限定理的结果为______________________，用切比雪夫不等式的结果为__________________________。 

解：    16 0 5 8 4~ , . , ~ ,X b X N  

     5.5 8 8 10.5 8
6 10 5.5 10.5 2 1.25 1 0.78

2 2 2

X
P X P X P

               
 

 

       2

4
6 10 5.5 10.5 = 2.5 1 0.36

2.5
P X P X P X E X           

     2

4
6 10 2 1 0

2
P X P X E X         

       2

4 5
6 10 5 11 = 3 1

3 9
P X P X P X E X           

4. 二维随机变量    , ~ 0,0,4,4,0.5X Y N ，则  2 4E X X Y   ________________________________。 
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解析：   0,Cov X Y X Y   ，  0 12~ ,X Y N ，  0 4~ ,X Y N  

 
2

2 4 4
2

X Y X Y
E X X Y E X Y

             
 

2 2

4 4 2 4
2 2 2 2

X Y X Y X Y X Y
E X Y E X Y E X Y
                                                 

  

2

54
2

X Y
E
         

 

5. 设 1 2 8, , ,X X X 为相互独立的  0,1N 随机变量，则 1 2

1 2 8

_______________ =
X X

P
X X X

 
     

0.05。 

解：    1 2 1 2 8~ 0, 2 , ~ 0,8X X N X X X N     

 1 2 1 2, 0Cov X X X X   ， 

 

 
 

 

 
 

2 2

1 2 1 2

0.92 2

1 2 8 1 2 8

2 2~ 1,1 , 1,1 0.1

8 8

X X X X

F P F
X X X X X X

  
 

  
       

 
 

 

 
   1 2

0.91 2
0.9

1 2 3 4 1 2 3 4

1,12 1,1 0.05 0.05
2

2 2

X X
FX X

P F P
X X X X X X X X

 
         

          
 

 

1 2

1 2 3 4

10 0.05
X X

P
X X X X

 
      

  

 

 
 

 
 

1 2 1 2

0.952
1 2 8

1 2 8

2 2~ 1 , 1 0.05

88

X X X X

t P t
X X XX X X

  
 
  

       
 


 

 0.951 2 1 2

1 2 3 4 1 2 3 4

1
0.05 3 0.05.16

2

tX X X X
P P

X X X X X X X X

    
                 

，  

 

6. 对均匀总体  0,U  做假设检验，原假设与备择假设分别为 0 1: 5, : 5H H   , 以    1max , , nn
x x x   

为检验统计量，显著性水平 0.064  ，若样本容量 3n  ，则拒绝域为_________________________________。 

解：   
3

0.064 =2
5 5

n

n

c c
P x c c           

   
，       1 2 3 3

, , : 2x x x x    

7. 设 1 100, ,X X 是来自总体 ( , 4)N  的样本。对期望进行假设检验， 0 1: 0 : 0H H  ， ，若取拒绝域为 

  1 100, , : 0.2x x x  ，则此检验犯第一类错误的概率为________________________________，当 0.6  时， 

此检验犯第二类错误的概率为_________________________， 0.2x  的 p值为____________________________。 
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解：第一类错误 0 0( 0.2) 1 1 (1) 0.16
4

100

X
P X P  

 
 
      
 
 
 

， 

第二类错误  0.6 0.6

0.6 0.2 0.6
0.2 ( 2) 1 (2) 0.02

0.24
100

X
P X P  

 
           
 
 
 

 

0 0

0.2
( 0.2) 1 (1) 0.16

0.24
100

X
p P X P  

 
 
       
 
 
 

值  

二. (10 分) 学生在做有 4个选项的选择题时，如果他知道正确答案就一定可以答对，如果不知道问题的正确答案，

就随机猜 1个选项。假设学生知道正确答案的概率是 0.6，不知道正确答案的概率是 0.4。 

（1）求答对的概率，（2）现从卷面上看题是答对了，求学生知道正确答案的概率。 

解：设事件 A为知道正确答案，事件B 为答对 

（1）由全概率公式            1 0.6 0.25 1 0.6 0.7P B P B A P A P B A P A         

（2） 由贝叶斯公式      
 

1 0.6 6

0.7 7

P B A P A
P A B

P B


   。 

三. (10 分) 设随机变量  ~ 0, 2X N ，Y X ，求随机变量Y 的分布函数、密度函数、期望和方差。 

解：当 0y  是，分布函数  

       
2 2 2

Y

y X y
F y P Y y P X y P y X y P

 
           

 
 

2 1
2 2 2

y y y     
           

     
 

当 0y  是，分布函数   0YF y   

密度函数   0

2 1
2

2
2

Y y

y
d

y
p y I

dy
 

            
 

， 或  
2

4
0

1 y

Y yp y e I




  

   
2 2 2 2

4 4 4

0 0

1 1 1 2
2 2

42 2 2 2

x x x x
E Y E X x e dx x e dx e d

   

    


        
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   2 2 2E Y E X  ，   

     22 4
2Var Y E Y E Y


    。 

四 (10 分) ,X Y 均服从参数为 1的指数分布，且相互独立。令  max ,U X Y ，  min ,V X Y  

（1）分别求U V、 的密度函数， （2） 计算U V、 的相关系数。 

解：（1）         max , ,UF u P U u P X Y u P X u Y u        

          2
1max , , = u

UF u P U u P X Y u P X u Y u e         

            2
01max , , =2 2u u u u

U up u P U u P X Y u P X u Y u e e e e I   
           

            21 1min , min , , =1 v
VF v P V v P X Y v P X Y v P X v Y v e             

  2
02 v

V vp v e I
  

（2）    2

0

1 3
2 2

2 2
u uE U u e e du

         

   2 2 2
2 20

2 2 7
2 2 2

2 2 2
u uE U u e e du

            
  ,    7 9 5

2 4 4
Var U     

 2~V Exp ，   1

2
E V  ，    1

4
Var V   

             Cov U V E UV E U E V E XY E U E V   ,  

        3 1 1
1

2 2 4
E X E Y E U E V        

   
   

1, 14Corr
1 5 5
4 4

Cov U V
U V

Var U Var V
  


, 。 

五．（10 分）泊松总体  ~X P  ， 1 , , nX X 为来自该总体的样本， 

（1）用最大似然估计法给出总体期望的估计量， 

（2）试给出参数
2 的无偏估计量。 
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解：（1）   1 2
1 2

1 1 2

1
; , , , =

! ! ! !

k

n

xn
x x x n

n
k k n

L x x x e e
x x x x

    




     


似然函数  

   1 2ln lnnL C x x x n        对数似然函数  

     1 2

ln 1
max ln 0n

d L
L x x x n

d


       

 
  

1 2 nx x x

n

  
 


解得 ， ˆ x  所以参数 的最大似然估计量 。 

(2) 𝑬(𝑿) = 𝝀, 𝑽𝒂𝒓(𝑿) = 𝝀，于是 

𝑬(𝑿𝟐) = 𝑽𝒂𝒓(𝑿) + ൫𝑬(𝑿)൯
𝟐
= 𝝀𝟐 + 𝝀，  𝑬(𝑿𝟐 −𝑿) = 𝑬(𝑿𝟐) − 𝑬(𝑿) = 𝝀𝟐 

于是，𝑬ቀ
𝟏

𝒏
∑ 𝑿𝒊

𝟐𝒏
𝒊ୀ𝟏 − 𝑿ഥቁ = 𝝀𝟐，即𝑿𝟏

𝟐 − 𝑿𝟏或
𝟏

𝒏
∑ 𝑿𝒊

𝟐𝒏
𝒊ୀ𝟏 − 𝑿ഥ是𝝀𝟐的无偏估计。 

六．（10 分）设总体  ~X Ge p ， 1 2, , , nX X X 为来自该总体的样本。定义
1

1

1, 1

0, 1

X
Y

X


  

 

（1）计算  1 2 nE Y X X X    

（2）判断Y 与  1 2 nE Y X X X   是否为参数 p的无偏估计量，若否可否进行无偏校正。 

解：(1)  1 2 ~ ,nX X X Nb n p    

   1 2

1
1

1

k nn
n

k
P X X X k p p

n

 
       

 ， k n  

   

 
1 1 2

1 2

1,
1

1
1

1

n
n

k nn

P X X X X k
P Y X X X k

k
p p

n



    
     

 
  


  

   

 
1 21 1

1
1

1

n

k nn

P X P X X k

k
p p

n



    


 
  

  

 

12
1

2 1
1 1

1
1

k nn

k nn

k
p p p

n n
k k

p p
n





 
     

  
  

 

   1 2 1 2

1
1

1n n

n
E Y X X X k P Y X X X k

k


          


   

所以  1 2
1 2

1

1n
n

n
E Y X X X

X X X


   

   



 

（2）      11 1E Y P Y P X p      

    1 2 nE E Y X X X E Y p     , 
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Y 与  1 2 nE Y X X X   均为统计量，且期望都等于 p，所以它们都是参数 p的无偏估计量。 

七.（15 分） 1 2, , , nX X X 是来自总体  2
1~ ,X N   的样本， 1 2, , , mY Y Y 是来自总体  2

2~ ,Y N c  的样

本，
2 24, 6, 4.5, 52, 47, 30, 99X Yn m c x y s s       。 

（1）给出参数 1 2  的矩估计量，并计算该估计量的期望和方差； 

（2）若已知
2 25  ，给出参数 1 2  的 95%置信水平的双侧置信区间； 

（3）若
2 未知，给出参数 1 2  的 90%置信水平的单侧置信区间的置信下界。 

解 （1）   1 2E X Y     ，所以参数 1 2  的矩估计量为 X Y ； 

 
2

1~ ,X N
n


 
 
 

，
2

2~ ,
c

Y N
m


 
 
 

，。 

  1 2E X Y      ，    2 21
+
c

Var X Y
n m

     
 

。 

（2）  
   1 2 ~ 0,1

1
+

X Y
N

c
n m

 



  
可作为枢轴量，

1
+ 1
c

n m
  

 1 2
0.975 0.975 0.9

X Y
P u u

 


   
     
 

，参数 1 2  的 95%双侧置信区间为 

 

0.975 0.975,X Y u X Y u        ，即 4.8,14.8  

（3）  
   

2
2

2

1
~ 1Xn s

n



 ， 
   

2
2

2

1
~ 1Ym s

m
c








 ，

     
2 2

2
2 2

1 1
~ 2X Yn s m s

n m
c


 
 

  


，  

 

     

 

     
 

1 2 1 2

2 2
2 2

1 1
+ +

~ 2
1 11

1 2 1 2Y Y
X X

X Y X Y

c c
n m n m t n m
m s m s

n s n m n s n m
c c

   





     

  
    

          
   
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+ 1
c
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n s n m

c
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     

 
 



概率论与数理统计  试卷 第 7页，共7页 
 

 
   

1 2

1 21 ~ 8
5 5

X Y
X Y

t

 
 

  
  

 ，
   1 2

0.9 8 0.9
5

X Y
P t

    
   

 
 

参数 1 2  的 90%置信水平的单侧置信区间的置信下界为  0.95 8 5 5 1.4 2X Y t        

八.（5 分）设 1 , , ny y 是 1 , , nx x 按照升序排列后的结果， 1 2 ny y y   。用随机化快速排序算法对 1 , , nx x

进行排序，每一次都是从所有可能的元素中独立且均匀地选取基准元素，对 nji 1 ，定义随机变量 ijX ，如

果在算法过程中 iy 与 jy 进行了比较 1ijX ，否则 0ijX 。求  ijE X . 

解：考虑 jii yyy ,,, 1  ，当且仅当 iy 或 jy 是集合 jii yyy ,,, 1  中第一个被选作基准的元素时， iy 与 jy 进行

比较。 

所以  
1

2
1




ij
XP ij ，   2

1ijE X
j i


 

。 

 

 

备注 1. 本考卷的样本均为简单随机样本，样本均值 1 nX X
X

n

 



，样本方差为  22

1

1

1

n

k
k

S X X
n 

 
   

备注 2. 正态总体的样本均值和样本方差相互独立，且
   

2
2

2

1
~ 1

n S
n




 ，其中n为样本容量 

备注 3. 泊松分布随机变量  ~X P  的分布列   !
k

P X k e k
    

备注 4. 指数分布随机变量  ~X Exp  ，         20
1 11 , ,x

X xF x e I E X Var X

 


     

备注 5. 第三题解答中标准正态随机变量的分布函数和密度函数分别可用 ( )x 和 ( )x 表示 

备注 6. 分布函数和分位数（题目解答要严格按照下面给出数值进行计算） 

(1.28) 0.9, (1.44) 0.925, (1.65) 0.95, (1.96) 0.975,         
(1) 0.84, (1.25) 0.89, (1.5) 0.93, (1.75) 0.96, (2) 0.98, (3) 0.999             

           7 1.41 0.1, 8 1.40 0.1, 9 1.38 0.1, 10 1.37 0.1P t P t P t P t         

           7 1.89 0.05, 8 1.86 0.05, 9 1.83 0.05, 10 1.81 0.05P t P t P t P t         

              1,1 39.9 0.1, 1,2 8.53 0.1, 1,5 4.06 0.1, 2,1 49.5 0.1, 5,1 57.2 0.1P F P F P F P F P F           

              1,1 161 0.05, 1,2 18.5 0.05, 1,5 6.61 0.05, 2,1 200 0.05, 5,1 230 0.05P F P F P F P F P F           

 


