
概率论与数理统计  试卷 第 1页，共7页 
 

清华大学试题专用纸 

考试课程：概率论与数理统计  考试时间：2021 年 6 月 16 日 8：00—10：00 

姓名             学号 20           班级        . 

一 填空题（每空 3 分，共 30 分；答案均写在试卷上，注意标清题号） 

1. 18 世纪时，提出了一个关于投针的著名概率问题的学者是________________________________。 

布丰，蒲丰，布冯，Buffon 等均可 

2. 利用快速排序（quicksort）算法对序列“3,2,1”进行排序，则平均比较次数为____________________。 

解：以 3，1 为基准平均比较次数为 3次，以 2为基准比较次数为 2，所以平均比较次数为 8/3. 

3. 设随机变量
1

~
3

X Ge
 
 
 

，则 
4

3

X

E
        

___________________。  

解：  
1

1

1 1

4 4 4 1 2
1

3 3 3 3 3

X k k k
k

k k

E p p
 



 

                           
   

1 1

1 1

4 1 4 2 4 1 1 1
1

3 3 3 3
3

3
69

93 9

k k

k k

  

 

              
  




   

4, 设随机变量  ~ 1X Exp ，
1

~ 2,
3

Y b
 
 
 

， ,X Y 相互独立，则  2ln 2P XY   ____________________。 

解：利用全概率公式 

         2ln 2 0 2ln 2 0 1 2ln 2 1P XY P Y P XY Y P Y P XY Y          

   2 2ln 2 2P Y P XY Y     

         0 1 2ln 2 2 ln 2P Y P Y P X P Y P X         

   
2 2

2ln2 ln21 1 1 1
1 2 1 1

5
1

3 3 3 3 6
e e                      

     
 

 

5. 若 1Y 服从参数为  8,1 2 的负二项分布， 2Y 服从参数为  6,1 2 的负二项分布，且 1Y 与 2Y 的相关系数为 1 3 ，

则  1Var Y  __________________,  1 2Var Y Y  __________________。 

解：      1 1 8 18 6Var Y Var X X Var X     ,     2 6 12Var Y Var X   
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         1 2 1 2 1 22 16 12 2 8 12Var Y Y Var Y Var Y Var Y Var Y             

6.从1,2两个数中等可能地随机取 1 个数记为 X ，再从1, ,X 中等可能地随机取 1 个数记为Y 。则条件期望

 E X Y 为___________________，条件方差  Var Y X 为___________________。 

解： ,X Y 的联合分布列为 

   1
1, 1 , 1, 2 0

2
P X Y P X Y      ，     1

2, 1 2, 2
4

P X Y P X Y       

  4 1 1 4
1 1 2

3 2 4 3
E X Y

       
 

，   4 1
2 1 0 2 2

1 4
E X Y

       
 

， 

   4/3 2 2
1

3/4 1/4
~

3
E YX Y

 
 

 
或 ，       

 1 1 1 0X Y Var Y X  时， 为常数 ，所以 ；  
21 2 5 3 1

2 ~ 2
1/2 1/2 2 2 4

Y X Var Y X
          

  
，  

   0 1/4 1
1

1/2 1/2
~

4
Var Y X X

 
 

 
或  

7. 设总体  2,0.5X N  ， 1 2, , , nX X X 为简单随机样本，要使的置信系数 96%的双侧置信区间长度不超过 0.4，

则样本容量n至少要达到___________________。 

 

解：  2,0.5X N 
20.5

,X N
n


 

  
 

  0,1
0.5

X
N

n


  . 

0.98 0.98
0.98 0.96

0.5 2 2

u uX
P u P X X

n n n

 
             

   
  

置信区间长度为 0.98 2
2

2

u

n n
  ，令

2
0.4

n
 ，得到 25n   

8. 对参数 p做假设检验，
         

0 1

1 1
: 0, : ,1

2 2
H p H p， ，检验统计量  ~ 4,X b p ，要实现真实水平为 0.05

的检验，拒绝域应为___________________。 

解： 拒绝域的形式为 X c ， 当 
1

2
p 时，    

1
4 0.05

16
P X ， 

                 
 

1 1
4 0.05 0.8

2 16pp E X r P X p r r , 

 4 0.8X当 时，以概率 拒绝原假设。 
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二. (10 分) 两台车床加工同样的零件，第一台出现不合格品的概率是 0.1，第二台出现不合格品的概率是 0.16，

加工出来的零件放在一起，并且已知第一台车床加工的零件数是第二台加工的零件数的 2倍。 

（1）求任取一个零件是合格品的概率；（2）如果取出的零件是合格品，求它是由第二台车床加工的概率。 

解：设事件 A为第一台机床加工，事件B 为产品合格 

（1）由全概率公式            2 1
0.90 1 0.16 0.88

3 3
P B P A P B A P A P B A         

（2） 由贝叶斯公式      
 

1
0.84 28 73

0.88 88 22

P B A P A
P A B

P B


    。 

三. (12 分) 已知随机变量  ~ 0,2X U ， 

（1）计算  Var X ； （2）计算   2min ,1E X ；（3）计算   2min ,1Var X  

解： （1）   1E X  ，    
22 2 2

0

1 4

2 3
E X x p x dx x dx




     

     22 1

3
Var X E X E X   ； 

（2）         22 2 2

0

1
min ,1 min ,1 min ,1

2
E X x p x dx x dx




      

1 22

0 1

1 1 1 1 2
1

2 2 6 2 3
x dx dx         

（3）      2 222 2

0

1
min ,1 min ,1

2
E X x dx    
    

1 24

0 1

1 1 1 1 3
1

2 2 10 2 5
x dx dx         

        
2

2 2
2 2 2 3 2 7

min ,1 min ,1 min ,1
5 3 45

Var X E X E X
            

。 

四．(12 分) 设 X、Y 为相互独立的随机变量，  1Exp均服从 ， 2  Z X Y  ，
2

Y
W

X Y



， 

(1) 求联合密度  , ,Z Wp z w ；(2) 求边缘密度  Wp w ； (3)求 X、 Z 的协方差。 

解：(1)  , 0, 0, x y
X Y x yp x y e I 

   
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 
 

2 1
,

  ,2 2 2
, 2

2

Z X Y z zw w z
x yx z

JY
z wW y zw w zX Y

                

  

 
 

2 2
, , 0,0 1

1
, ,

2 2 2

z zw z zw
zw

Z W X Y z w

z zw z
p z w p zw J e e z I

  
 

  

        
 

 

(2)     2
,0 0

1
,

2

z zw

W Z Wp w p z w dz e z dz
  

      

   1 1

2 2

0 0

2 1

1

1 1

22 2

w w
z z

e z dz z e dz
w

w

   
 

     


   

  0 12

1 2 2 2

2 1 1 1
wI

w w w
    

  
 

（3）          , , 2 2 , , 2 2Cov X Z Cov X X Y Cov X X Cov X Y Var X             

五．(12 分)已知 1 2, , , nX X X 为来自于总体 X 的简单随机样本，总体 X 的概率分布函数为 

 
2

, 0

1, 0

x

e xF x
x


  

 
 ，其中 0  为未知参数， 

（1）求参数 的矩估计量； 

（2）求参数 的最大似然估计量. 

解：（1）密度函数    
2

2
, 0

0,

x

xe xp x F x





   
 其他

 

   
2 2 2

0 0 2 22 2 1x x x

E X x p x dx x xe dx x e dx x e dx  

  
   

   

 
          

 
     

2

22 22
2

2
2

1 1 1

2 2

x

x e dx
   

 






 


        

令   1

2
X E X    ， 得到参数 的矩估计量为

24X


 。 
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（2）似然函数      
2

1

1

1 2
1 1

2
, , , ;

n

k
k

nn nx

n k k
k k

L x x x p x e x







 

      
 

   

     对数似然函数    2
1 2

1 1

2 1
ln , , , ; ln ln

n n

n k k
k k

L x x x n x x
   

     
 

   

 2

1 1

1
ln 2 ln ln

n n

k k
k k

n n x x
  

       

关于参数 求导，
2

2
1

ln 1 n

k
k

d n
x

d   

    ，  

令
ln

0
d L

d
 ， 得

2

1

1 n

k
k

x
n




  ， 导数在该点左侧大于 0，右侧小于 0， 

所以似然函数在该点处取得最大值.  

参数 的最大似然估计量
2

1

1ˆ
n

k
k

X
n




  。 

六．(8 分) 1 2, , , nX X X 是来自总体  2
1~ ,X N   的样本， 1 2, , , mY Y Y 是来自总体  2

2~ ,Y N c  的样

本，
2 未知。 6, 6, 0.5n m c   ， 52, 40x y  ，

2 296, 52X Ys s  。求参数 1 2  的 90%置信水平的双侧

置信区间。 

解：  根据正态总体的性质有 

   
2

2
2

1
~ 1Xn s

n



 ， 
   

2
2

2

1
~ 1Ym s

m
c








 ， 

     
2 2

2
2 2

1 1
~ 2X Yn s m s

n m
c


 
 

  


，  

构造 t分布枢轴量 

 

     

 

     
 

1 2 1 2

2 2
2 2

1 1
+ +

~ 2
1 11

1 2 1 2Y Y
X X

X Y X Y

c c
n m n m t n m
m s m s

n s n m n s n m
c c

   





     

  
    

          
   

    

这里 6, 6, 0.5n m c   ，
1

+ 0.5
c

n m
  

2 296, 52X Ys s  ，      
2

2 1
1 2 10Y

X

m s
n s n m

c

 
     

 
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t 分布枢轴量为

 
   

1 2

1 20.5 ~ 10
10 5

X Y
X Y

t

 
 

  
  

  

   1 2
0.95 10 0.9

5

X Y
P t

    
   

 
 

参数 1 2  的 90%单侧置信区间为     0.95 0.955 10 , 5 10X Y t X Y t      ，即  3, 21 。 

7. (16 分) 设 1 50, ,X X 是来自总体 ( , 2)N  的样本。对期望进行假设检验，  0 1: 0 : 0H H ， ，若取拒绝域为 

  1 50, , : 0.33x x x  ，  

（1）求此检验犯第一类错误的概率的最大值；  

（2）若 0.27   时，此检验犯错误时是第几类错误，并求犯此类错误的概率； 

（3）当 0.68  时，此检验犯错误时是第几类错误，并求犯此类错误的概率；  

（4） 0.2x  的 p 值。 

解： （1） 当 0   时，第一类错误达到最大，此时第一类错误为 

 0.33 0 1.65 0 1 (1.65) 0.05
2

50

X
P X P 

 
 
        
 
 
 

， 

（2）当 0.27   时，犯错误是第一类错误(拒真)，此时第一类错误为 

     0.27 0.33 0.27
0.33 0.27 0 1 (3) 0.001

2 2
50 50

X
P X P 

 
             
 
 
 

 

 

（3）当 0.68  时，犯错误是第二类错误(受伪)，此时第二类错误为 

  0.6

0.68 0.33 0.68
0.33 0.68 ( 1.75) 1 (1.75) 0.04

0.22
50

X
P X P 

 
            
 
 
 

 

（4）   0

0.2
0.2 0 1 (1) 0.16

0.24
50

X
p P X P 

 
 
        
 
 
 

值  
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备注 1. 本考卷的样本均为简单随机样本，样本均值 1 nX X
X

n

 



，样本方差为  22

1

1

1

n

k
k

S X X
n 

 
   

备注 2. 正态总体的样本均值和样本方差相互独立，且
   

2
2

2

1
~ 1

n S
n




 ，其中n为样本容量 

备注 3. 指数分布随机变量  ~X Exp  ，         20
1 11 , ,x

X xF x e I E X Var X

 


     

备注 4.已知参数为 p的几何分布随机变量的方差为
2

1 p

p


。 

备注 5. 分布函数和分位数（题目解答要严格按照下面给出数值进行计算） 

(1.28) 0.9, (1.44) 0.925, (1.65) 0.95, (1.96) 0.975,         
(1) 0.84, (1.25) 0.89, (1.5) 0.93, (1.75) 0.96, (2) 0.98, (3) 0.999             

           9 1.38 0.1, 10 1.37 0.1, 11 1.36 0.1, 12 1.35 0.1P t P t P t P t         

           9 1.83 0.05, 10 1.80 0.05, 11 1.79 0.05, 12 1.78 0.05P t P t P t P t         


