
考试课程：概率论与数理统计 （A卷卷卷） 2012年6月17日
一、填空题（30分）

1. 设两个相互独立的事件A和B都不发生的概率是1/9，A发生B不发生的概率与B发
生A不发生的概率相等，则P (A) =2/3。

2. 随机的选一个点将一个区间分成两部分。则长区间至少为短区间的3倍的概率
为1/2。

3. 设随机变量X与Y相互独立，且均服从区间[0,3]上的均匀分布，则

P (min{X, Y } < 1)=5/9。

4. 若X ∼ N(1, 4)，P (X < x) = Φ(1)，则x=3。

5. 设随机变量X的概率密度函数为：

p(x) =


0, x < 0;
a, 0 ≤ x ≤ 1;
a e−2(x−1), x > 1,

则a=2/3，E(X)=5/6，V ar(X)=13/36。

6. 设随机向量(X, Y )的分布函数为F (x, y)，定义随机变量：

Z = g(X, Y ) =

{
1, a < X ≤ b且 c < Y ≤ d;
0, 其它情况。

则E(Z) = F (b, d)− F (a, d)− F (b, c) + F (a, c)。

7. 设总体X在区间[0,θ]上服从均匀分布，其中θ > 0未知。从总体中抽取样本x1，x2，

x3，x4，则下列统计量中不是θ的无偏估计的是D。

(A) θ̂ = (x1 + x2 + x3 + x4)/2 (B) θ̂ = 2x1 + x2 − x3

(C) θ̂ = x1 + x2 + x3 − x4 (D) θ̂ = max{x1, x2, x3, x4}

8. 设x1, x2, . . . , xn是来自正态总体N(µ, σ2)的样本，其中µ, σ未知。若µ的95%置信
区间为[1, 3]；且假设检验问题

H0 : µ = 2 vs H1 : µ ̸= 2

的显著性水平为α的拒绝域为{|x̄− 2| ≥ 1.3}，则α<0.05 （填>或<）。

二、(10分）茶杯成套出售，每套五只，假设各套无次品和含一只次品的概率分别
为4/5和1/5。一顾客在购买时，售货员随意取出一套，而顾客随机地查看其中的一
只，若非次品，则买下该套，否则退回。试求：

1. 顾客买下该套的概率；

2. 在顾客买下的一套中确实无次品的概率。
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解：设A为顾客买下该套的事件，B为售货员取出一套无次品茶杯的事件，则

1. 由全概率公式得：

P (A) = P (B)P (A|B) + P (Bc)P (A|Bc) = 4/5 + 1/5× 4/5 = 24/25.

2. 由Bayes公式得：

P (B|A) = P (B)P (A|B)/P (A) = 4/5÷ 24/25 = 5/6.

三、（20分）设X和Y具有联合密度函数

p(x, y) =

{
21x2y3, 0 < x < y < 1;

0, 其它。

1. 求边际密度函数pX(x)和pY (y)，并判断X与Y的独立性，说明理由；

2. 求条件密度函数pY |X(y|x)；

3. 求在给定X = x下Y的条件数学期望E(Y |X = x)。

解：(1) 由边际密度函数的定义知，当x < 0或者x > 1时，pX(x) = 0. 当0 < x < 1时

pX(x) =

∫ ∞

−∞
p(x, y)dy =

∫ 1

x

21x2y3dy =
21

4
(x2 − x6).

同理可知，当y < 0或者y > 1时，pY (y) = 0. 当0 < y < 1时

pY (y) =

∫ ∞

−∞
p(x, y)dx =

∫ y

0

21x2y3dx = 7y6.

(2) 由条件密度的定义可得，当pX(x) ̸= 0时，

pY |X(y|x) =
p(x, y)

pX(x)
=

4y3

1− x4
, (0 < x < y < 1).

(3) 首先只有当0 < x < 1时要求的条件期望才有定义。固定0 < x < 1。则由条件期
望的定义可得

E(Y |X = x) =

∫ ∞

−∞
ypY |X(y|x)dy =

∫ 1

x

4y4

1− x4
dy =

4(1− x5)

5(1− x4)
.

四、（15分）设随机向量(X,Y )服从二维正态分布，且X ∼ N(3, 4), Y ∼ N(2, 1)，X与Y的
相关系数为ρ = 1/4。

1. 求Z = X + Y的概率密度；

2. 若W = X − c Y与Z独立，求常数c；

3. 若条件期望f(z) = E(X2+aX Y +b Y 2 | Z = z)不依赖于z，求常数a, b以及f(z)的
值。
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1. 首先，

E(Z) = E(X) + E(Y ) = 5,

V ar(Z) = V ar(X) + 2Cov(X,Y ) + V ar(Y )

= 4 + 2 · 2 · 1 · 1
4
+ 1 = 6.

因为Z仍然服从正态分布，所以

pZ(z) =
1√
12π

exp

{
−(z − 5)2

12

}
.

2. 因为随机向量(Z,W )服从二维正态分布，所以W与Z独立当且仅当它们不相关，
即协方差Cov(Z,W ) = 0。

Cov(Z,W ) = Cov(X + Y,X − c Y )

= V ar(X)− (c− 1)Cov(X, Y )− c V ar(Y )

= 4− 1

2
(c− 1)− c = 0,

于是c = 3。

3. 做坐标变换(X, Y ) 7→ (Z,W ) = (X + Y, X − 3Y )，利用Z、W的独立性可得

f(z) = E

[
(3Z +W )2

42
+ a

3Z +W

4

Z −W

4
+ b

(Z −W )2

42
| Z = z

]
=

9 + 3 a+ b

42
z2 +

6− 2 a− 2 b

42
z E(W ) +

1− a+ b

42
E(W 2).

注意E(W ) = 3− 3 · 2 = −3 ̸= 0，所以若f(z)不依赖于z，则必有：{
9 + 3 a+ b = 0,
6− 2 a− 2 b = 0,

⇒
{

a = −6,
b = 9,

于是

f(z) = E(W 2) = V ar(W ) + (EW )2

= 4− 2 · 3 · 2 · 1 · 1
4
+ 32 · 1 + (−3)2 = 19.

五、（15分）设总体X服从参数为λ的指数分布，x1, x2, ..., xn为来自X的样本，

1. 求1/λ的最大似然估计，并判断其相合性，说明理由；

2. 验证最大似然估计与nmin{x1, x2, ..., xn}均为1/λ的无偏估计；

3. 比较最大似然估计与nmin{x1, x2, ..., xn}的有效性。
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1. 似然函数L(λ) =
n∏

i=1

p(xi;λ) =
n∏

i=1

λe−λxi = λn exp

{
−λ

n∑
i=1

xi

}
，

对数似然函数lnL(λ) = ln

(
λn exp

{
−λ

n∑
i=1

xi

})
= n lnλ− λ

n∑
i=1

xi，

令
d lnL(λ)

dλ
=

n

λ
−

n∑
i=1

xi = 0，得 ˆ1/λ =
n∑

i=1

xi/n = x̄。

因为EX = 1/λ，由大数定律知，x̄是相合的。

2. X ∼ Exp(λ)，则Ex̄ = EX = 1/λ。指数分布函数为

F (x) =

{
1− e−λx, x > 0,
0, x ≤ 0.

令θ = min{x1, x2, ..., xn}，则

Fθ(x) = 1− [1− F (x)]n =

{
1− e−λnx, x > 0,
0, x ≤ 0;

pθ(x) =

{
λne−λnx, x > 0,
0, x ≤ 0.

那么，Eθ =
∫∞
0

xpθ(x)dx = 1/(nλ)，E(nmin{x1, x2, ..., xn}) = 1/λ。

3. 由V ar(X) = 1/λ2得，V ar(x̄) = 1/(nλ2)。

注意θ ∼ Exp(λn)，所以，V ar(θ) = 1/(nλ)2，V ar(nmin{x1, x2, ..., xn}) = 1/λ2。

于是，x̄有效。

六、（10分）某厂生产一种标准长度为45mm的螺钉，实际生产的产品长度服从正态分
布N(µ, 4)。做假设检验H0 : µ = 45，H1 : µ ̸= 45。拒绝域为W = {|x̄− 45| > 1}。

1. 当样本容量n=25时，求犯第一类错误的概率；

2. 当样本容量n=25，µ=46时，求犯第二类错误的概率。

（注：所求概率可用标准正态分布函数Φ(x)表示。）

解：当样本容量n=25时，x̄ ∼ N(µ, 4/25)，

α = P (|x̄− 45| > 1 | µ = 45) = 1− P (|x̄− 45| ≤ 1 | µ = 45)

= 1− P

[
−5

2
≤ 5(x̄− 45)

2
≤ 5

2
| µ = 45

]
= 1− Φ(5/2) + Φ(−5/2) = 2− 2Φ(5/2).

β = P (|x̄− 45| ≤ 1 | µ = 46) = P (−1 ≤ x̄− 45 ≤ 1 | µ = 46)

= P

[
−5 ≤ 5(x̄− 46)

2
≤ 0 | µ = 46

]
= Φ(0)− Φ(−5) = Φ(5)− 1/2.
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