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Q1. 不正确。强大数定律只保证以概率 1 收敛，弱大数定律只保证依概率收敛，参考概率导
论（Bertsekas，第 2 版）5.2 节例 5.4（Page 233）和 5.5 节例 5.13（Page 243）。

Q2. 记 Yn =
n∑

i=1

(Xi − µi), ∀ϵ > 0，应用 Chebyshev 不等式：

P
{∣∣∣∣Yn

n

∣∣∣∣ ≥ ϵ

}
≤ 1

n2ϵ2
Var[Yn] =

1

n2ϵ2

n∑
i=1

σ2
i <

c

nϵ2
.

Q3. 假设 {Xi}i 独立同分布且具有有限的期望 µ 和方差 σ2，记

Φn(x) := P
{√

n

σ
(X − µ) ≤ x

}
,

∀ϵ > 0, ∀δ > 0，可以先后证明：

1. 存在足够大的 Aδ > 0 使得 Φ(Aδ) ≥ 1− δ。

2. 由中心极限定理 lim
n

Φn(x) = Φ(x) 知存在足够大正整数 N1 > 0 使得

|Φn(Aδ)− Φ(Aδ)| < δ, |Φn(−Aδ)− Φ(−Aδ)| < δ, ∀n ≥ N1.

3. 取足够大正整数 N2 使得
ϵ
√
N2

σ
> Aδ。从而当 n > max{N1, N2} 时，

P
{∣∣X − µ

∣∣ ≥ ϵ
}
≤ 1− Φn(

ϵ
√
n

σ
) + Φn(−

ϵ
√
n

σ
) ≤ 1− Φn(Aδ) + Φn(−Aδ)

≤ 1− (Φ(Aδ)− δ) + (Φ(−Aδ) + δ) ≤ 4δ.

即证 lim
n

P
{∣∣X − µ

∣∣ ≥ ϵ
}
= 0, ∀ϵ > 0。

Q4. 注意到恒等式

S2 − σ2 =
n

n− 1

[
1

n

n∑
i=1

(Xi − µ)2 − σ2

]
− n

n− 1
(X − µ)2 − σ2

n− 1
.
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应用弱大数定律知
1

n

n∑
i=1

(Xi − µ)2 − σ2 P→ 0, X − µ
P→ 0.

结合依概率收敛的四则运算性质1立即得 S2 − σ2 P→ 0。

Q5. 参考概率导论（Bertsekas，第 2 版）5.5 节习题 13 的推导（Page 251）。

Q6. 应用强大数定律知 X
a.s.−→ 2, Y

a.s.−→ 5，结合 Q5 结论得到
n∑

i=1

Xi

n∑
i=1

Yi

=
X

Y

a.s.−→ 2

5
.

Q7. 直接应用中心极限定理。

nµ = 20,
√
nσ =

√
10,P(X = 20) = P

(
X − 20√

10
= 0

)
≈ Φ

(
0.5√
10

)
− Φ

(
−0.5√
10

)
= 0.1256.

以及精确值

P(X = 20) = 2−40

(
40

20

)
≈ 0.1254.

Q8. 事故数 Y =
n∑

i=1

Xi ∼ B(n, p)，其中 n = 10000, p = 0.001, µ = 10, σ =
√
9.99，公司获得

至少毛利润 m 千元的概率为

pm = P (20− Y ≥ m) = P
(
Y − 10√

9.99
≤ 10−m√

9.99

)
≈ Φ

(
10.5−m√

9.99

)
.

(1) 公司能够获利概率 p0 ≈ Φ
(

10.5√
9.99

)
= 0.9996，是大概率事件，故定价合理。

(2) 所求即 p4 ≈ Φ
(

6.5√
9.99

)
= 0.9801。

(3) 所求即 Φ
(

10.5−m√
9.99

)
= 0.95，解得 m = 5.3011 千元。

Q9. Xi ∼ U(−1, 1),E[X] = 0,Var[X] =
1

3n
，所求 n 次测量平均误差低于 ϵ 的概率为

pn,ϵ = P
(∣∣X∣∣ < ϵ

)
= P

(∣∣∣√3nX
∣∣∣ < √

3nϵ
)
≈ 2Φ

(√
3nϵ
)
− 1,

1四则运算性质指的是，若 Xn
P→ a, Yn

P→ b，则有 cXn, Xn ± Yn, XnYn 分别依概率收敛到 ca, a ± b, ab。若还满足
Yn ̸= 0, b ̸= 0，则 Xn/Yn

P→ a/b。证明留作练习。

2



(1) p25,0.2 ≈ 2Φ(
√
75× 0.2)− 1 = 0.9167.

(2) 所求即 2Φ(
√
3nϵ)− 1 ≥ 1− α，对 ϵ = 0.2, α = 0.05 解得 n ≥ 33。

(3) 由 Chebyshev 不等式得

P
(∣∣X∣∣ < ϵ

)
≥ 1− Var[X]

ϵ2
= 1− 1

3nϵ2
,

对 ϵ = 0.2, α = 0.05，令 1− 1

3nϵ2
≥ 1− α 解得 n ≥ 167。

Q10. X ∼ B(5000, 0.8),E[X] = 4000,Var[X] = 800，所求即

P
(∣∣∣∣ X

5000
− 0.8

∣∣∣∣ ≤ ϵ

)
P
(∣∣∣∣X − 4000√

800

∣∣∣∣ ≤ 5000ϵ√
800

)
≈ 2Φ

(
5000ϵ+ 0.5√

800

)
− 1,

令 2Φ

(
5000ϵ+ 0.5√

800

)
− 1 = 0.99 解得 ϵ = 0.0145，对应合格品数的范围 [3927, 4073]。

Q11. 讨论略，参考概率导论（Bertsekas，第 2 版）5.4 节例 5.11（Page 239）。

Q12.
(1) 记 Xi = 1{第i天上涨}，则

Yn =
n∏

i=1

1.7Xi0.51−Xi , lnYn =
n∑

i=1

[ln(3.4)Xi + ln(0.5)] ,

由中心极限定理知 lnYn 近似服从正态分布 N

(
nln

√
3.4

2
,
n

4
ln2(3.4)

)
。

(2) 利用独立性，

E [Yn] =
n∏

i=1

E
[
1.7Xi0.51−Xi

]
= 1.1n.

(3) 应用强大数定律知 X
a.s.−→ 1

2
，从而可以进一步验证

Yn =
(
1.7X0.51−X

)n a.s.−→ 0.

Q13.
(1) 由 Fn(x) =

1
n

n∑
i=1

1[Xi,+∞](x) 计算知

E[Fn(x)] = F (x),Var[Fn(x)] =
F (x)[1− F (x)]

n
.
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(2) ∀x > 0，由 SLLN 知
P ( lim

n→∞
Fn(x) = F (x)) = 1.

Q14. 预期是均匀分布和正态分布对应的实验结果符合中心极限定理，Cauchy 分布不符合。
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