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Homework 12 まっちゃ

Exercise 1.
假设总体服从参数为 λ的指数分布，X1, . . . , Xn 为其独立随机样本. 构造 λ的假设检验.

Solution.
由 CLT，在 H0 : λ = λ0 下

Z =
X̄ − 1

λ0

1/(
√
nλ0)

≈ N(0, 1)

• 双边检验 H1 : λ ̸= λ0：

|Z| ≥ zα/2 ⇐⇒ X̄ ≤ 1

λ0
−

zα/2√
nλ0

或 X̄ ≥ 1

λ0
+

zα/2√
nλ0

• 单边检验 H1 : λ ≤ λ0:
Z ≥ zα ⇐⇒ X̄ ≥ 1

λ0
+

zα√
nλ0

Exercise 2.
假设总体服从 U(0, θ)，X1, . . . , Xn 为独立样本.给定 θ0 > 0，考察检验 H0 : θ = θ0 vs. H1 : θ > θ0,

显著性水平为 α.
(1)基于矩估计量构造检验并给出功效函数；(2)基于极大似然估计量构造检验并给出功效函数.

Solution.
(1)矩估计 θ̂MOM = 2X̄ . 当 θ ≥ θ0 时 X̄ 增大，故拒绝域可设为 X̄ ≥ c = θ0

2 + zα
θ0√
12n
，于是

β(θ) = Pθ

(
X̄ ≥ c

)
= 1− Φ

( c− θ/2

θ/
√
12n

)
(2)极大似然估计 θ̂MLE = maxi Xi.拒绝域 maxi Xi ≥ c′，又

Pθ0(maxX < c′) =
( c′

θ0

)n

= 1− α =⇒ c′ = θ0(1− α)1/n

于是

β(θ) = 1− Pθ(maxX < c′) = 1−
(c′
θ

)n

= 1−
(θ0
θ
(1− α)1/n

)n

Exercise 3.
已知全国年人均病假天数 µ0 = 5.1天，且病假天数服从正态分布.某公司对 n = 49名员工调查，样本

平均 x̄ = 7天，样本标准差 s = 2.5天.检验该公司员工是否比常人更易生病.

Solution.
检验统计量

T =
x̄− µ0

s/
√
n

=
7− 5.1

2.5/
√
49

≈ 5.32

自由度 ν = 48，临界值 t0.95,48 ≈ 1.677 < T，故在 α = 0.05水平下拒绝 H0，即更易生病.

Exercise 4. 从一批灯泡中随机抽取 n = 5只，寿命（小时）分别为

1050, 1100, 1120, 1250, 1280.
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假设寿命服从正态分布，合格标准为平均寿命 µ ≥ 1180小时.
(1)检验这批灯泡是否合格；
(2)互换原、备择假设时结论如何？说明原因；
(3)当显著性水平 α → 1时，检验结果如何？

Solution.
计算样本统计量：X̄ = 1160, s ≈ 99.75.
(1) X̄ ≥ µ0 +

tαs√
n
= 1275.1，故不拒绝 H0，说明不合格.

(2) X̄ ≤ µ0 −
tαs√
n
= 1084.9，故不拒绝 H0，说明合格.

(3)当 α → 1时，总拒绝 H0，即 (1)中总认为合格，(2)中总认为不合格.

Exercise 5.
测得 n = 16件元件寿命（小时）：

159, 280, 101, 212, 224, 379, 179, 264, 222, 362, 168, 250, 149, 260, 485, 170.

检验是否有理由认为寿命 µ > 225小时.

Solution.
样本均值 X̄ ≈ 241.5,样本标准差 s ≈ 98.73.
又 X̄ ≥ µ0 +

tαs√
n
= 268.3，即不拒绝 H0，说明无理由认为 µ > 225小时.

Exercise 6.
假设总体服从 Poisson(λ)，样本X1, . . . , Xn独立同分布.检验H0 : λ = λ0 vs. H1 : λ ̸= λ0，基于大

样本近似给出显著性水平为 α的检验.

Solution.
由中心极限定理，

Z =
X̄ − λ0√

λ0/n
≈ N(0, 1)

双边检验拒绝域 |Z| > zα/2.

Exercise 7.
对 4000个真原假设和 1000个假原假设进行检验，统计结果如下：

决策 H0 为真 H0 为假
不拒绝H0 3800 500
拒绝H0 200 500
合计 4000 1000

(1)在 H0 为真时的第一类错误比例？
(2)拒绝时的第一类错误比例？有何启示？
(3)在 H0 为假时的第二类错误比例？
(4)该检验的功效？

Solution.
(1)第一类错误率 = 200/4000 = 0.05.
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(2)在拒绝的 700次中，有 200次是第一类错误，比例 200/700 ≈ 0.286，说明在所有拒绝中有近 29%
是假阳性，提示需控制假发现率.

(3)第二类错误率 = 500/1000 = 0.5.
(4)功效 1− 0.5 = 0.5.

Exercise 8.
已知外科方法治愈率 p0 = 0.02.某医生用化学疗法治疗 200名患者，6人被治愈，p̂ = 0.03.判断化学

疗法是优于外科方法.
(1)该判断方法是否科学？请设计科学的检验方法；(2)按该方法给出结论.

Solution.
比较经验治愈率 p̂与 p0而不做统计检验，无法评估观察到的差异是否因抽样波动引起，因此不够科学.
设计假设检验：

H0 : p = p0 = 0.02 vs. H1 : p > 0.02

采用大样本正态近似：

Z =
p̂− p0√
p0(1− p0)

n

≈ N(0, 1)

单侧检验拒绝域为
Z ≥ zα

代入数据：

p̂ =
6

200
= 0.03,

√
p0(1− p0)

n
=

√
0.02× 0.98

200
≈ 0.0099

Z =
0.03− 0.02

0.0099
≈ 1.01 < 1.645

故不拒绝 H0，即无足够证据表明化学疗法优于外科方法.

Exercise 9.
对题 6的检验，令 λ0 = 1, n = 20, α = 0.05.随机模拟 Xi

iid∼ Poisson(λ0)共 1000次，记录拒绝原假设
的次数，并估算第一类错误率与 0.05的接近程度.

Solution.
代码如下：

1 from s c i p y . s t a t s impo r t po i s son , norm
2 impo r t numpy as np
3 impo r t math
4
5 de f expe r imen t ( coun t : i n t , mu : f l o a t , a l p h a : f l o a t ) :
6 r e j = 0
7 n = 20
8 f o r i i n r ange ( 0 , coun t ) :
9 sample = np . a r r a y ( p o i s s o n . r v s (mu=mu , s i z e =n ) )

10 i f abs ( sample . mean ( ) − mu) >= norm . ppf (1 − a l ph a / 2 ) ∗ math . s q r t (mu / n ) :
11 r e j += 1
12 p r i n t ( ’ E r r o r o f t ype I ’ , r e j / coun t )
13
14 f o r i i n r ange ( 1 0 ) :
15 expe r imen t (1000 , 1 , 0 . 0 5 )

运行结果为：0.043,0.055,0.052,0.048,0.045,0.053,0.047,0.049,0.051,0.054
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