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Homework 7 まっちゃ

Exercise 1.
设

X ∼ B(10, 0.9), Y − 8 ∼ B(10, 0.1)

I 分别画出 X 和 Y 的概率质量函数图.
II 计算并比较 X 和 Y 的均值、方差、中位数和众数.

III 计算 X 和 Y 的偏度系数.

Solution.
I 对于二项分布 B(n, p)，概率质量函数为

P (X = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n.

那么我们有

k
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X ∼ B(10, 0.9)的概率质量函数图
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Y − 8 ∼ B(10, 0.1)的概率质量函数图

II
E(X) = 10× 0.9 = 9, E(Y ) = E(Y − 8) + 8 = 10× 0.1 + 8 = 9

V ar(X) = 10× 0.9× (1− 0.9) = 0.9, V ar(Y ) = V ar(Y − 8) = 10× 0.1× (1− 0.1) = 0.9

Median(X) = 9, Median(Y ) = 9

Mode(X) = 9, Mode(Y ) = 9

III 令 I1, I2, . . . , In 为相互独立的伯努利试验，其中

Ii =

{
1, 以概率p,

0, 以概率1− p.

因此有

X =

n∑
i=1

Ii

对于每个 Ii，其中心化变量为 Ii − p.计算其三阶中心矩：

E
[
(Ii − p)3

]
= p (1− p)3 + (1− p)(−p)3 = p(1− p)(1− 2p)
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由于 Ii 是独立同分布的，因此有

E
[
(X − np)3

]
=

n∑
i=1

E
[
(Ii − p)3

]
= n p(1− p)(1− 2p)

那么偏度系数为

Skew(X) =
E
[
(X − np)3

]
(Var(X))

3/2
=

n p(1− p)(1− 2p)(
np(1− p)

)3/2
=

1− 2p√
np(1− p)

那么，由平移不变性

Skew(X) =
1− 2(0.9)√
10(0.9)(0.1)

= −0.8433, Skew(Y ) = Skew(Y − 8) =
1− 2(0.1)√
10(0.1)(0.9)

= 0.8433

Exercise 2.
I 分别计算 Exp(1)、P (4)和 U(0, 1)的偏度系数和峰度系数.

II 分别求出 Exp(1)、P (4)和 U(0, 1)的矩母函数.
III 利用矩母函数计算上述三个分布的偏度系数和峰度系数.

Solution.
I a 对于指数分布 Exp(1)，其概率密度函数为

f(x) = e−x, x > 0

那么

E(Xk) =

∫ ∞

0

xke−xdx = k!

简单计算知其偏度系数和峰度系数分别为

Skew(X) = 2, Kurt(X) = 9

b 对于泊松分布 P (4)，其概率质量函数为

P (X = k) =
4ke−4

k!
, k = 0, 1, 2, . . .

那么

E(Xk) =

∞∑
m=0

mk 4
m

m!
e−4 = 4

k−1∑
i=0

(
k − 1

i

)
E(Xi)

由递推式简单计算知其偏度系数和峰度系数分别为

Skew(X) =
1

2
, Kurt(X) =

13

4

c 对于均匀分布 U(0, 1)，其概率密度函数为

f(x) =

{
1, 0 < x < 1

0, x < 0 or x > 1

那么

E(Xk) =

∫ 1

0

xkdx =
1

k + 1
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简单计算知其偏度系数和峰度系数分别为

Skew(X) = 0, Kurt(X) =
9

5

II a Exp(1)

MX(t) = E[etX ] =

∫ ∞

0

etxe−xdx =
1

1− t
, t < 1

b P (4)

MX(t) = E[etX ] = exp(4(et − 1))

c U(0, 1)

MX(t) =

∫ 1

0

etxdx =
et − 1

t
, t ̸= 0, MX(0) = 1

III 分别计算矩母函数的 k阶导数算出 E(Xk)即可，不再赘述.

Exercise 3.
计算具有下列矩母函数的连续随机变量 X 的概率密度函数：

MX(t) =
1

3
· 2

2− t
+

2

3
· 3

3− t

Solution.
这显然是指数分布的形式，于是

f(x) =
2

3
e−2x + 2e−3x, x > 0

经检验符合.

Exercise 4.
设 X ∼ N(µ, σ2)，令 Y = eX（对数正态分布）

I 证明对数正态分布的矩母函数不存在.
II 利用正态分布的矩母函数计算 Y 的各阶原点矩.

Solution.
I

MY (t) = E[etY ] = E[ete
X

] =

∫
R
ete

x

· 1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 dx

由于

lim
x→∞

exp(tex − (x− µ)2

2σ2
) = ∞

那么该积分发散，即矩母函数不存在.
II 正态分布的矩母函数为

MX(t) = exp{µt+ σ2t2

2
}

那么

E(Y n) = E(enX) = MX(n) = exp{µn+
σ2n2

2
}
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Exercise 5.
设随机变量 X1 和 X2 相互独立，且均服从泊松分布 P (λi)，令 Y = X1 +X2.利用矩母函数确定 Y 的分
布.

Solution.
由于 X1 和 X2 相互独立，所以

MY (t) = MX1
(t)MX2

(t) = eλ1(e
t−1)eλ2(e

t−1) = e(λ1+λ2)(e
t−1)

即 Y ∼ P (λ1 + λ2).

Exercise 6.
将单位线段 (0, 1)随机断开，先扔掉左半段（包括左端点），再对剩下的线段随机断开后扔掉左半段，求
余下那一段长度的期望值.

Solution.
记第一次断点为 X ∼ U(0, 1)，第二次断点距该段左端点的距离为 Y ∼ U(0, 1−X)
那么则余下部分的长度为

L = (1−X)− Y

条件期望为

E[L | X = x] = (1− x)− 1− x

2
=

1− x

2

因此

E[L] = E

[
1−X

2

]
=

1

2
E[1−X] =

1

2
× 1

2
=

1

4

Exercise 7.
一个矿工在井下迷路，面前有三个门：从第一个门出，2小时可达安全之处；从第二个门出，3小时后会
回到原地；从第三个门出，1小时后会回到原地。假定该人随机选门且始终无法区分这三个门，求其到达
安全之处的平均用时.

Solution.
设期望时间为 T，由条件期望意义容易看出

T =
1

3

[
2 + (3 + T ) + (1 + T )

]
=

1

3
(6 + 2T )

于是
T = 6（小时）
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Exercise 8.
证明：若 E(Y |X) = X，则 Cov(X,Y ) = V ar(X).

Solution.
由全期望公式

E(Y ) = E[E(Y |X)] = E(X)

E(XY ) = E[XE(Y |X)] = E[X2]

那么
Cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ) = E[X2]− E(X)2 = V ar(X)

Exercise 9.
I 证明：若 X 与 Y 独立，则 E[Y |X] = E[Y ].

II 上述结论的反之是否成立？请说明理由.

Solution.
I 以连续性随机变量说明，其余同理，由条件期望的定义

E[Y |X] =

∫
R
yfY |X(y|x)dy

由于 X 与 Y 独立，所以 fY |X(y|x) = fY (y)，那么

E[Y |X] =

∫
R
yfY (y)dy = E[Y ]

II 反之并不成立，例如
• X ∼ U{−1, 0, 1}
• Z 是与 X 独立的随机变量，且 P (Z = 1) = P (Z = −1) = 0.5

• 定义 Y = X · Z
那么 E[Y |X] = E[Y ] = 0，但 X 与 Y 并不独立.

Exercise 10.
令 Ŷ = E[Y |X], Ỹ = Y − Ŷ . 证明 Var(Y ) = Var(Ŷ ) + Var(Ỹ ),并给出直观解释.

Solution.
由全期望公式有

E[Y ] = E[E[Y |X]] = E[Ŷ ]

因此

Var(Y ) = E
[(

Y − E[Y ]
)2]

= E
[(

Ŷ − E[Ŷ ] + Ỹ
)2]

= E
[(

Ŷ − E[Ŷ ]
)2]

+ 2E
[(

Ŷ − E[Ŷ ]
)
Ỹ
]
+ E

[
Ỹ 2

]
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下面证明交叉项为零，注意到

E[Ỹ |X] = E[Y − Ŷ |X] = E[Y |X]− Ŷ = 0

利用全期望公式，有

E
[(

Ŷ − E[Ŷ ]
)
Ỹ
]
= E

[
E
[(

Ŷ − E[Ŷ ]
)
Ỹ
∣∣∣X]]

= E
[(

Ŷ − E[Ŷ ]
)
E[Ỹ |X]

]
= 0

因此

Var(Y ) = E
[(

Ŷ − E[Ŷ ]
)2]

+ E
[
Ỹ 2

]
= Var(Ŷ ) + Var(Ỹ )

直观解释：该公式说明总体的波动性（方差）可以拆分为两部分：1. Var(E[Y |X])表示由X 可解释的
部分的波动性，即“可预测部分”的方差；2. Var(Y −E[Y |X])表示由于X 之外的不确定性（即误差）的
波动性，即“预测误差”的方差. 这正是“全方差定律”的一个重要等价形式，反映了总体不确定性来源
于可预测性与随机误差两部分的贡献.

Exercise 11.
定义条件方差为

Var(Y |X) = E
[
(Y − E[Y |X])2|X

]
证明：

I Var(Y |X) =
[
E[Y 2|X]

]
−
(
E2[Y |X]

)
.

II Var(Y ) = E
[
Var(Y |X)

]
+ Var

(
E[Y |X]

)
.

Solution.
I

Var(Y |X) = E
[
(Y − E[Y |X])2|X

]
= E

[
Y 2 − 2Y E[Y |X] + E[Y |X]2|X

]
= E[Y 2|X]− 2E[Y |X]E[Y |X] + E[Y |X]2

= E[Y 2|X]− E[Y |X]2

II
E[V ar(Y |X)] = E[E[(Y − E[Y |X])2|X]] = E[E[Y 2|X]− E[Y |X]2] = E[Y 2]− E[E[Y |X]2]

V ar(E[Y |X]) = E[E[Y |X]2]− E[Y ]2

那么

V ar(Y ) = E[Y 2]− E[E[Y |X]2] + E[E[Y |X]2]− E[E[Y |X]]2 = E[V ar(Y |X)] + V ar(E[Y |X])
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Exercise 12.
点 (X,Y )在单位圆盘上半部分均匀分布,若观测到 X = 0.5，则在均方误差意义下 Y 的最优预测值是？

Solution.
给定 X = x，(X,Y )均匀分布半圆盘满足

y ∈
[
0,
√
1− x2

]
因此

E[Y |X = x] =

√
1− x2

2

取 x = 0.5得

E[Y |X = 0.5] =

√
1− 0.25

2
=

√
3

4

那么，由

E[(Y − g(X))2] ≥ E[(Y − E[Y |X])2]

即知最优预测值为

√
3

4

Exercise 13.
在实际应用中常基于 X 的观测对 Y 进行预测。设已知

E[X] = µ1, E[Y ] = µ2, Var(X) = σ2
1 , Var(Y ) = σ2

2 , Corr(X,Y ) = ρ.

(1) 在均方误差意义下求 Y 的最优线性预测 Ŷ = a+ bX（确定 a和 b）.
(2) 给出该最优线性预测对应的最小均方误差，并指出其何时趋近于 0.
(3) 验证：若 (X,Y )服从双变量正态分布，则最优线性预测恰为条件期望 E[Y |X].

Solution.

I 令目标函数
L(a, b) = E

[
(Y − a− bX)2

]
那么

∂L

∂a
= −2E[Y − a− bX]

于是
E[Y ]− a− bE[X] = 0 =⇒ a = E[Y ]− bE[X] = µ2 − bµ1

将 a = µ2 − bµ1 代入目标函数，得

L(b) = E
[(

Y − (µ2 − bµ1)− bX
)2]

= E
[(

(Y − µ2)− b(X − µ1)
)2]

= E
[
(Y − µ2)

2 − 2b(Y − µ2)(X − µ1) + b2(X − µ1)
2
]

= Var(Y )− 2b Cov(X,Y ) + b2 Var(X)

7



Homework 7 まっちゃ

故
dL(b)

db
= −2 Cov(X,Y ) + 2b Var(X)

于是
−2 Cov(X,Y ) + 2b Var(X) = 0 =⇒ b Var(X) = Cov(X,Y )

因此
b = ρ

σ2

σ1

II 由第一问

E
[
(Y − Ŷ )2

]
= Var(Y )− Cov(X,Y )2

Var(X)
= σ2

2 − ρ2 σ2
2 = σ2

2(1− ρ2)

当 |ρ| → 1时，均方误差趋于 0，说明 X 能很好地预测 Y .
III 当 (X,Y )服从二重正态分布时，条件分布 Y |X 为正态分布，其条件期望为

E[Y |X] = µ2 +
Cov(X,Y )

Var(X)
(X − µ1)

这与我们求得的最优线性预测
Ŷ = a+ bX = µ2 − bµ1 + bX

完全一致，即
Ŷ = E[Y |X]

因此在二重正态分布下，最优线性预测正好就是条件期望.

Exercise 14.
设 {Xi}i≥1独立同分布且公共期望为 µ，令 Y = X1 +X2 + · · ·+XN，其中 N 为取正整数值的随机变量，
分布为 P (N = n) = pn，且与 {Xi}相互独立.

I 假设 E(N) = a，求 E[Y ].
II 求 N 的矩母函数MN (t).

III 若MX(t)为 Xi 的矩母函数，求 Y 的矩母函数MY (t).
IV 假设 Xi ∼ Exp(λ)，且 N 服从几何分布，即 P (N = n) = p(1− p)n−1，求 Y 的分布.
V 比较 (4)中所得 Y 的分布与 X1 +X2 的分布是否相同.

Solution.

I 由全期望公式
E[Y ] = E[E[Y |N ]] = E[N ]E[X] = aµ

II

MN (t) =

∞∑
n=1

pne
tn

III

MY (t) = E(MX(t)N ) = MN (ln(MX(t))) =

∞∑
n=1

pnMX(t)n

IV 取 Xi ∼ Exp(λ)，故

MX(t) =
λ

λ− t
, t < λ

8
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又设 N 服从几何分布 P (N = n) = p(1− p)n−1，其矩母函数为

MN (t) =
pet

1− (1− p)et
, et < (1− p)−1

因此，

MY (t) =
pMX(t)

1− (1− p)MX(t)
=

pλ/(λ− t)

1− (1− p)λ/(λ− t)
=

pλ

pλ− t

这正是参数为 pλ的指数分布的矩母函数，故 Y ∼ Exp(pλ).
V 由于 X1 +X2 的分布为指数分布的卷积，得到的分布为伽马分布，即 X1 +X2 ∼ Γ(2, λ)，而其矩母

函数为

(
λ

λ− t

)2

显然与MY (t) =
pλ

pλ− t
一般不同，故二者分布不相同.

Exercise 15.
构造一个随机个数的独立正态随机变量之和却不是正态分布的例子，并加以说明.

Solution.

• Xi ∼ N(0, 1)，i = 1, 2, . . . , n

• N ∼ G(p)

• Y = X1 +X2 + · · ·+XN

那么

MY (t) = E[MX(t)N ] = MN (ln(MX(t))) =
pMX(t)

1− (1− p)MX(t)
=

pet
2/2

1− (1− p)et2/2

显然不符合正态分布的矩母函数形式.

Exercise 16.
设 {Yi}ni=1 为独立同分布随机变量，其分布满足

P (Yi = 1) = P (Yi = −1) =
1

2
.

令

Xn =

n∑
i=1

Yi,

视 Yi = 1为股票价格上涨一元，Yi = −1为股票价格下降一元，Xn 为第 n个时间点的股票价格。

I 求 E[Xn]和 Var(Xn).
II 模拟 Xn 并绘出 Xn 对于 n = 1, . . . , 10000的图形，讨论随机序列的趋势及不同模拟结果的差别，并
用第一问结论解释.

Solution.
由于每个 Yi 均有

E[Yi] = 0, Var(Yi) = 1

故

E[Xn] =

n∑
i=1

E[Yi] = 0, Var(Xn) =

n∑
i=1

Var(Yi) = n.

模拟代码如下：
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1 from random impo r t r a n d i n t
2 from m a t p l o t l i b impo r t p y p l o t a s p l t
3
4 p l t . f i g u r e ( dp i =300)
5 p l t . y l a b e l ( ”Xn” )
6 p l t . x l a b e l ( ”n” )
7
8 de f g e n e r a t e ( ) :
9 y = [1 i f r a n d i n t ( 0 , 1 ) e l s e −1 f o r i i n r ange ( 0 , 10000 ) ]

10 x = [ sum ( y [ 0 : i i + 1 ] ) f o r i i i n r ange ( 0 , 10000 ) ]
11 p l t . p l o t ( r ange ( 0 , 10000) , x )
12
13 f o r i i n r ange ( 0 , 1 0 ) :
14 g e n e r a t e ( )
15
16 p l t . show ( )

可以看出随着 n的增大，Xn 的波动性也在增大（第一问的方差为 n正说明了这个结果），且不同模拟结
果的差别也在增大，随机序列并没有明显的趋势.
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