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Homework 8 まっちゃ

Exercise 1.
判断下述说法正确与否，并尝试给出说明：由概率的频率解释知，当试验次数 n → ∞时，事件 A的频率
m

n
的极限就是概率，即有 lim

n→∞

m

n
= P (A).

Solution.
频率解释是一种主要的概率解释之一，它由大数定律保证. 但并非所有概率问题都适合用这种方法来

解释，比如一些一次性的事件或主观概率评估.这是概率哲学中“客观概率”与“主观概率”的不同观点
所反映的内容.

Exercise 2.
证明 Chebyshev 弱大数定律：设随机变量 Xi 两两不相关，且 Var(Xi) < c（c为常数），那么对于任意
ϵ > 0，

lim
n→∞

P

(∣∣∣ 1
n

n∑
i=1

Xi −
1

n

n∑
i=1

E(Xi)
∣∣∣ ≥ ϵ

)
= 0

Solution.
记

Sn =

n∑
i=1

Xi, X̄n =
Sn

n

由题设，两两不相关，则

Var(Sn) =

n∑
i=1

Var(Xi) ≤ nc

根据 Chebyshev不等式，有

P
(
|X̄n − E(X̄n)| ≥ ϵ

)
≤ Var(Sn)

n2ϵ2
≤ nc

n2ϵ2
=

c

nϵ2

因此
0 ≤ lim

n→∞
P
(
|X̄n − E(X̄n)| ≥ ϵ

)
≤ lim

n→∞

c

nϵ2
= 0

□

Exercise 3.
利用中心极限定理证明Khinchin弱大数定律.

Solution.
设 {Xi}为独立同分布随机变量，均有有限的期望 µ和有限方差 σ2. 由 CLT

lim
n→∞

P (
Sn − nµ√

nσ
≤ x) = Φ(x)

于是

lim
n→∞

P
(
|X̄n − µ| ≥ ϵ

)
= 2

[
1− Φ

(ϵ√n

σ

)]
当 n → ∞时，ϵ

√
n

σ
→ ∞，所以

1− Φ
(ϵ√n

σ

)
→ 0

□
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Exercise 4.
设随机变量 {Xi, i = 1, 2, . . . , n}独立同分布，其公共期望为 µ，公共方差为 σ2，令

X̄n =
1

n

n∑
i=1

Xi, S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄n)
2

证明：S2 依概率收敛至 σ2.

Solution.
首先

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄n)
2

=
1

n− 1

n∑
i=1

[
(Xi − µ)− (X̄n − µ)

]2
=

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − µ)2 − 2

n− 1
(X̄n − µ)

n∑
i=1

(Xi − µ) +
n

n− 1
(X̄n − µ)2

=
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − µ)2 − n

n− 1
(X̄n − µ)2

再对随机变量列 {Xn − µ}和 {(Xn − µ)2}使用Khinchin弱大数定律知

X̄ − µ
P−→ 0，

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − µ)2
P−→ σ2

□

Exercise 5.

设随机变量序列 {Xn}与 {Yn}分别以概率 1收敛于 a和 b（其中 b ̸= 0）.证明：序列
{
Xn

Yn

}
以概率 1收

敛至
a

b
.

Solution.
由于Xn

a.s.−−→ a和 Yn
a.s.−−→ b，存在事件 A，P (A) = 1，且对于 A中的每个样本点，当 n足够大时，有

|Xn − a| < δ和 |Yn − b| < δ.
选择 δ足够小使得 b− δ > 0，则在事件 A上，当 n足够大时，有 Yn > b− δ > 0，因此∣∣∣∣Xn

Yn
− a

b

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣b(Xn − a)− a(Yn − b)

Ynb

∣∣∣∣
≤ |b||Xn − a|+ |a||Yn − b|

|Yn||b|

≤ |b|δ + |a|δ
(b− δ)|b|

=
(|b|+ |a|)δ
(b− δ)|b|

当 δ足够小时，上式可以小于任意给定的 ε > 0. □
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Exercise 6.
设独立同分布的随机变量 {Xi, i = 1, 2, . . . }的期望为 2，随机变量 {Yi, i = 1, 2, . . . }的期望为 5，并且对
于任意 n有 Y1 + · · ·+ Yn ̸= 0.证明：

Y1 + · · ·+ Yn

X1 + · · ·+Xn

a.s.−−→ 5

2

Solution.
由Kolmogrov强大数定律，几乎处处有

1

n

n∑
i=1

Xi → 2,
1

n

n∑
i=1

Yi → 5

那么由 Exercise 5.可知

Y1 + · · ·+ Yn

X1 + · · ·+Xn
=

1

n
(Y1 + · · ·+ Yn)

1

n
(X1 + · · ·+Xn)

a.s.−−→ 5

2

□

Exercise 7.
设 X 表示抛 40次均匀硬币出现正面（记为 1）次数，求 P (X = 20)及其正态近似值.

Solution.
由于抛硬币的试验服从二项分布，设 X ∼ B(n = 40, p = 0.5)，则

P (X = 20) =

(
40

20

)
(0.5)

40 ≈ 0.12537

运用连续性校正，有近似

P (X = 20) ≈ P (19.5 < X < 20.5) ≈ Φ
(20.5− 20√

10

)
− Φ

(19.5− 20√
10

)
≈ 0.12563

Exercise 8.
某保险公司向 10000个投保人提供内容相同的汽车保险，假定这 10000个投保人在一年内因交通事故造成
的损失是独立同分布的，且一辆车在一年内发生事故的概率为 0.001，事故损失为 1000元.

I 如果忽略运营成本，保险公司每份保险卖 2元合理吗？
II 保险公司至少有 20%的毛利润（毛利润 =保费 -保险赔付 -运营成本（忽略））的概率多大？

III 以 95%的概率可以保证保险公司至少还有多少毛利润？

Solution.
设每份保险保费为 2元，共有 10000份保险.记每个投保人的赔付随机变量为 Xi，其中

P (Xi = 1000) = 0.001, P (Xi = 0) = 0.999

则
E[Xi] = 1000× 0.001 = 1, Var(Xi) = 10002 × 0.001× 0.999 = 999.
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I 保险公司每份保险的平均赔付为 1元，保费为 2元，因此其平均毛利润为 1元，从均值来看收费合理.
II 记总赔付为

S =

10000∑
i=1

Xi

保险公司总毛利润为
Π = 10000× 2− S = 20000− S

若要求毛利润至少为 20%，则要求

Π ≥ 0.2× 20000 = 4000

即
20000− S ≥ 4000 ⇒ S ≤ 16000.

由于 n较大，可以用正态近似：

E[S] = 10000, Var(S) = 10000× 1000 = 107, σS =
√
107 ≈ 3162.3.

因此

P (S ≤ 16000) ≈ Φ
(16000− 10000

3162.3

)
= Φ

( 6000

3162.3

)
≈ Φ(1.897) ≈ 0.9713

III 设 p为毛利润下限，要求有 95%的概率满足

20000− S ≥ p

即
P
(
S ≤ 20000− p

)
= 0.95

由正态近似，有分位点 z0.95 ≈ 1.645，故

20000− p = E[S] + 1.645σS = 10000 + 1.645× 3162.3 ≈ 10000 + 5200 = 15200

即保险公司有 95%的概率至少获得 4800元的毛利润.

Exercise 9.
假设某物理量的真值为m，多次测量时，每次测量产生一个随机误差，一个合理的假设是：在选择适当的
单位下，随机误差服从 U(−1, 1).

I 设进行 n次独立测量，令算术平均值记为 X̄n，问 P
(
|X̄n −m| < ϵ

)
等于多少？请利用中心极限定理

给出当 n = 25且 ϵ = 0.2的概率近似值.
II 为使得 P

(
|X̄n −m| < ϵ

)
> 1− α，至少需要进行多少次测量？请利用中心极限定理讨论，并给出当

ϵ = 0.2, α = 0.05时所需的测量次数.
III 利用 Chebyshev不等式求解 (2)问题，并比较两种方法得出的结果.

Solution.
对于 Xi ∼ U(−1, 1)，有

E[Xi] = 0, Var(Xi) =
(1− (−1))2

12
=

4

12
=

1

3

记 X̄n =
1

n

n∑
i=1

Xi，则

E[X̄n] = 0, Var(X̄n) =
1

3n
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I 由中心极限定理，X̄n ≈ N(0, 1/(3n))，故

P (|X̄n −m| < ϵ) = P (|X̄n| < ϵ) ≈ 2Φ
(
ϵ
√
3n
)
− 1

对于 n = 25且 ϵ = 0.2，
ϵ
√
3n = 0.2

√
75 ≈ 0.2× 8.66 ≈ 1.732

因此
P (|X̄25| < 0.2) ≈ 2× 0.9582− 1 ≈ 0.9164

II 要满足
P (|X̄n| < ϵ) = 2Φ(ϵ

√
3n)− 1 ≥ 1− α

即要求

Φ(ϵ
√
3n) ≥ 1− α

2

令 z1−α/2 为标准正态分布上分位点，则需有

ϵ
√
3n ≥ z1−α/2 =⇒ n ≥

z21−α/2

3ϵ2

对于 ϵ = 0.2, α = 0.05，有 z0.975 ≈ 1.96，故

n ≥ (1.96)2

3× 0.04
=

3.8416

0.12
≈ 32.01

即至少需要 33次测量.
III 利用 Chebyshev不等式，

P (|X̄n| < ϵ) ≥ 1− Var(X̄n)

ϵ2
= 1− 1

3nϵ2

要求

1− 1

3nϵ2
≥ 1− α =⇒ n ≥ 1

3αϵ2

对于 ϵ = 0.2, α = 0.05得

n ≥ 1

3× 0.05× 0.04
=

1

0.006
= 166.67

即需要至少 167次测量.
比较：中心极限定理给出的结果 (33次)要远小于 Chebyshev不等式给出的保守结果 (167次)，这反
映了 Chebyshev 不等式对分布信息没有利用，从而结果较为宽松，而中心极限定理利用了误差分布
近似正态的性质，因此给出了更精确的估计.

Exercise 10.
假设某批次电子元件中合格品占 80%，从中任意购买 5000个.试问把误差限 ϵ定为多少才能保证买到的元
件的合格率与该批次的合格率之差不超过 ϵ的概率至少为 0.99？此时的合格品数的范围是多少？

Solution.
令 X ∼ B(n = 5000, p = 0.8)，则

E[X] = 5000× 0.8 = 4000, Var(X) = 5000× 0.8× 0.2 = 800

注意合格率为 X/5000，其均值为 0.8，方差为 Var(X/5000) =
800

50002
≈ 0.000032

要求

P
(∣∣∣ X

5000
− 0.8

∣∣∣ < ϵ
)
≥ 0.99
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利用正态近似，
X

5000
∼ N

(
0.8,

800

50002

)
标准差约为

σ率 =

√
800

5000
≈ 28.28

5000
≈ 0.00566

令 z0.995 ≈ 2.5758（因为两侧共 1%），则要求

ϵ ≥ 2.5758× 0.00566 ≈ 0.0146

即当误差限取约 0.0146时，
P
(∣∣∣ X

5000
− 0.8

∣∣∣ < 0.0146
)
≥ 0.99

对应的合格品数范围为

5000× (0.8− 0.0146) ≤ X ≤ 5000× (0.8 + 0.0146)

即大约
3927 ≤ X ≤ 4073

Exercise 11.
尝试找出一个公开报道的抽样调查实例，指出其是否与课上选举问题的讨论相符，并简要说明理由.

Solution.

Exercise 12.
假设某只股票的价格每天“上涨 70%”或“下降 50%”的概率均为 0.5，并且不同日子之间相互独立.设初
始股价为 Y0 = 1，记 Yn 为经过 n天后的股价.

I 验证 lnYn 近似正态分布，并给出正态分布的参数.
II 当 n → ∞时，E(Yn)会怎样变化？

III 证明：P ( lim
n→∞

Yn = 0) = 1.

IV 尝试给前两问的结果一个直观解释.

Solution.
I 令每天的价格变动因子 Ri 定义为

Ri =

{
1.7, p = 0.5,

0.5, 1− p = 0.5

那么

Yn =

n∏
i=1

Ri, lnYn =

n∑
i=1

lnRi

又
E[lnRi] = −0.08125, Var(lnRi) ≈ 0.3744

由中心极限定理，当 n较大时，

lnYn ≈ N
(
−0.08125n, 0.3744n

)
.
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II
E(Yn) = Y0

[
E(R1)

]n
, E(R1) = 0.5(1.7) + 0.5(0.5) = 1.1

故
E(Yn) = (1.1)n

因此 E(Yn) → ∞.
III 由Kolmogrov强大数定律，几乎处处有

1

n
lnYn → −0.08125

从而
Y 1/n
n → e−0.08125

因此
Yn → 0 a.s.

这反映了股票价格的分布极右尾稀有极值对期望的拉高作用，而大多数路径的实际表现远低于均值.
IV 直观解释：E(Yn)趋于无穷大，是由于极少数情形下股票可能出现巨额上涨，从而抬高了总体均值；
而第三问的结果表明，对于”绝大多数”情形，股票价格实际上远低于 E(Yn)，即样本路径普遍较低.
这揭示了”均值-极端值悖论”：期望值受到少数极端事件的影响，但在概率意义下，几乎所有结果却
远低于均值.

Exercise 13.
设X 的累积分布函数 F (x)未知，样本 {Xi, i = 1, . . . , n}来自该总体，相互独立，其经验分布函数定义为

Fn(x) =
1

n
#{i : Xi ≤ x}.

I 求 Fn(x)的期望和方差.
II 证明：Fn(x)依概率 1收敛于 F (x).

Solution.
I 对任意固定 x，记示性函数

Ii(x) =

{
1, Xi ≤ x,

0, Xi > x.

则 Ii(x)为 Bernoulli随机变量，其参数为 p = F (x).故

E[Ii(x)] = F (x), Var(Ii(x)) = F (x)(1− F (x))

由独立性，

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

Ii(x)

因此
E[Fn(x)] = F (x)

Var(Fn(x)) =
1

n2

n∑
i=1

Var(Ii(x)) =
F (x)(1− F (x))

n

II 由Kolmogrov强大数定律

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

Ii(x)
a.s.−−→ E[Ii(x)] = F (x)
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Exercise 14.
设随机变量 {Xi, i = 1, . . . , n}独立同分布，记

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi

I 当 Xi ∼ N(1, 0)时，请分别对 n = 1, 25, 100, 1000模拟 X̄ 的分布；

II 当 Xi ∼ U(0, 1)时，请分别对 n = 1, 25, 100, 1000模拟 X̄ 的分布；

III 当 Xi 的概率密度函数为

f(x) =
1

π

1

1 + x2
, x ∈ R

请分别对 n = 1, 25, 100, 1000模拟 X̄ 的分布，并观察以上实验结果是否与中心极限定理相符，说明
原因.

Solution.
代码如下：

1 impo r t random
2 from m a t p l o t l i b impo r t p y p l o t a s p l t
3 impo r t numpy as np
4
5 de f normal ( n ) :
6 r e t u r n [ random . n o r m a l v a r i a t e ( 0 , 1 ) f o r i i i n r ange ( 0 , n ) ]
7
8 de f un i fo rm ( n ) :
9 r e t u r n [ random . un i fo rm ( 0 , 1 ) f o r i i i n r ange ( 0 , n ) ]

10
11 de f cauchy ( n ) :
12 r e t u r n np . random . s t a n d a r d _ c a u c h y ( n )
13
14 de f g raph ( s r c , n , sample ) :
15 expe c t a n cy = [ sum ( s r c ( n ) ) / n f o r i i i n r ange ( 0 , sample ) ]
16 p l t . f i g u r e ( dp i =300)
17 p l t . h i s t ( expec t ancy , b i n s =25)
18 p l t . t i t l e ( f ”x~{ s r c . __name__} d i s t r i b u t i o n , n={n}” )
19 p l t . s a v e f i g ( f ”{ s r c . __name__}_{n } . j pg ” )
20
21 s p l = 5000
22 f o r i i n [ 1 , 25 , 100 , 1 0 0 0 ] :
23 graph ( normal , i , s p l )
24 graph ( uni form , i , s p l )
25 graph ( cauchy , i , s p l )

对于前两个，可以看出 n越大，X̄ 的分布越接近正态分布，符合中心极限定理的要求；而对于柯西分
布，由于其期望，方差均不存在，因此并不符合中心极限定理.
另外绘图如下：
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Figure 1: 正态分布，n = 1 Figure 2: 正态分布，n = 25

Figure 3: 正态分布，n = 100 Figure 4: 正态分布，n = 1000

Figure 5: 均匀分布，n = 1 Figure 6: 均匀分布，n = 25
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Figure 7: 均匀分布，n = 100 Figure 8: 均匀分布，n = 1000

Figure 9: 柯西分布，n = 1 Figure 10: 柯西分布，n = 25

Figure 11: 柯西分布，n = 100 Figure 12: 柯西分布，n = 1000
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