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Homework 9 まっちゃ

Exercise 1.
尝试以简要框架形式给出概率部分知识的总结，并指出自己掌握起来相对困难的知识点.

Solution.

• 概率公理及基本性质：条件概率、全概率公式、贝叶斯公式.
• 随机变量及分布函数：常见离散分布和连续分布，联合分布.
• 数学期望与方差：定义、性质、矩母函数及应用.
• 大数定律与中心极限定理：概率不等式，大数定律、中心极限定理.

Exercise 2.
给出一个抽样调查实例，试指出你认为的其可能的不当之处.

Solution.
实例：在商场中对顾客进行消费满意度调查，通过在周末下午在人流量最大的地方随机发放问卷.
可能不当之处：

• 抽样框不全：仅在周末和特定位置发放，可能忽略工作日或商场其他区域的顾客，样本代表性不足.
• 自愿响应偏倚：部分顾客主动参与意愿更强，可能造成回答倾向性.
• 时间窗口偏倚：特定时段（下午）无法覆盖早晚时间段顾客特征.
• 无放回约束：未记录已调查人员，可能重复调查同一人，破坏独立性.

Exercise 3.
设总体的大小为 N，总体均值和方差分别为 µ, σ2，Xi (i = 1, . . . , n)为无放回抽取的简单随机样本.

I 证明：E[Xi] = µ, Var(Xi) = σ2.

II 证明：E[X̄] = µ, Var(X̄) =
σ2

n

N − n

N − 1
.

Solution.
I 首先，Xi 的分布为：

P (Xi = xr) =
1

N
, r = 1, 2, . . . , N.

因此

E[Xi] =

N∑
r=1

xr P (Xi = xr) =
1

N

N∑
r=1

xr = µ

E[X2
i ] =

1

N

N∑
r=1

x2
r = µ2 + σ2

故
Var(Xi) = E[X2

i ]−
(
E[Xi]

)2
= σ2

II 令 X̄ = 1
n

∑n
i=1 Xi,则

E[X̄] =
1

n

n∑
i=1

E[Xi] = µ
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对于 i ̸= j 的协方差，有

P (Xi = xr, Xj = xs) =

{
1

N(N−1)， r ̸= s

0， r = s

所以

E[XiXj ] =
∑
r ̸=s

xrxs
1

N(N − 1)
=

1

N(N − 1)

(∑
r,s

xrxs −
∑
r

x2
r

)
=

Nµ2 −
∑

r x
2
r

N(N − 1)

于是

Cov(Xi, Xj) = E[XiXj ]− µ2 =
Nµ2 − (µ2 + σ2)N

N(N − 1)
= − σ2

N − 1

那么

Var(X̄) =
1

n2

( n∑
i=1

Var(Xi) + 2
∑

1≤i<j≤n

Cov(Xi, Xj)
)

=
1

n2

(
nσ2 + n(n− 1)

(
−σ2N − 1

))
=

σ2

n

N − n

N − 1

Exercise 4.
设随机样本 Xi (i = 1, . . . , n)来自二项总体 B(k, p).

I 给出参数 k和 p的矩估计.
II 讨论上述估计的不足之处.

Solution.

I 样本一阶矩 µ1 = X̄ ,二阶中心矩m2 =
1

n

∑
(Xi − X̄)2.

而对于二项分布 E[X] = kp, Var(X) = kp(1− p).
矩估计通过

µ1 = kp, m2 = kp(1− p)

即

p̂ = 1− m2

µ1
, k̂ =

µ2
1

µ1 −m2

II 不足之处：
• 易受极端值影响.

Exercise 5.
设随机样本 Xi (i = 1, . . . , n)来自均匀分布 U(θ, 2θ)，求 θ的矩估计和极大似然估计.

Solution.
MOM：E[X] =

3

2
θ ≈ µ1，则 θ̂MOM =

2

3
µ1.

MLE：L(θ) = 1
θn , θ ≤ xi ≤ 2θ，似然在 θ最小时取最大，故 θ̂MLE = maxi Xi/2.
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Exercise 6.
设总体概率密度函数

f(x; a, σ) =
1

σ
√
2π

· (x− a)2

σ2
exp

(
− (x− a)2

2σ2

)
, x ∈ R

其中 a ∈ R, σ > 0为参数.
I 验证 f(x; a, σ)的归一性；

II 设样本 Xi (i = 1, . . . , n)来自此总体，求 a和 σ2 的矩估计；

III 列出 a, σ2 的极大似然估计所满足的方程，并指出一种迭代求解方法.

I 变换变量 x = a+ σy得∫
R
f(x; a, σ) dx =

∫
R

1

σ
√
2π

· (σy)
2

σ2
e−y2/2 · σ dy =

∫
R

y2√
2π

e−y2/2dy
Gaussian
======== 1

II 类似地，我们继续利用 Gaussian可得

E[X] = a, V ar(X) = 3σ2

那么

âMOM = µ1, σ̂2
MOM =

m2

3

III 写出对数似然函数

ℓ(a, σ2) = −3n lnσ + 2

n∑
i=1

ln |Xi − a| − 1

2σ2

n∑
i=1

(Xi − a)2 + const

一阶偏导为
∂ℓ

∂σ2
= − 3n

2σ2
+

1

2σ4

∑
(Xi − a)2 = 0 ⇒ σ̂2 =

1

3n

∑
(Xi − a)2

∂ℓ

∂a
= −2

∑ 1

Xi − a
+

1

σ2

∑
(Xi − a) = 0

初始令 a(0) = X̄, σ2(0) = σ̂2
MOM，更新为

a(t+1) = a(t) − ∂ℓ/∂a

∂2ℓ/∂a2

∣∣∣∣
a=a(t)

, σ2(t+1) =
1

3n

n∑
i=1

(Xi − a(t+1))2

迭代即得极大似然估计.

Exercise 7.
设随机样本 Xi 来自 Bernoulli总体 B(p)，请给出参数 p的矩估计和极大似然估计.

Solution.
I MOM :

E[X] = p ≈ µ1 =
1

n

n∑
i=1

Xi

即
p̂MOM = µ1
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II MLE:

L(p) =

n∏
i=1

pXi(1− p)1−Xi = p
∑

Xi(1− p)n−
∑

Xi

取对
ℓ(p) =

∑
Xi ln p+ (n−

∑
Xi) ln(1− p)

求导
dℓ

dp
=

∑
Xi

p
− n−

∑
Xi

1− p
= 0

那么

p̂MLE =
1

n

n∑
i=1

Xi = µ1

因此，矩估计与极大似然估计在此问题中完全一致：

p̂MOM = p̂MLE = µ1

Exercise 8.
设总体是m项多项分布，总数为 n，单元概率 pi，样本频数Xi(i = 1, . . . ,m)，求参数 pi的极大似然估计.

Solution.
多项分布似然

L ∝
m∏
i=1

pXi
i ,

∑
pi = 1.

Lagrange乘子易见
Xi

pi
=

Xj

pj

于是

p̂i =
Xi

n
, i = 1, . . . ,m.

Exercise 9.
设总体 X 的分布如下：

X 1 2 3
P θ2 2θ(1− θ) (1− θ)2

其中 0 < θ < 1是未知参数.已取样本 x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3，求 θ的矩估计和极大似然估计.

Solution.
MOM：

µ1 = X̄ = (1 + 2 + 3)/3 = 2，E[X] = 1 · θ2 + 2 · 2θ(1− θ) + 3 · (1− θ)2 = 3− 2θ

那么

3− 2θ = 2 ⇒ θ̂MOM =
1

2
MLE：

L = θ2·1[2θ(1− θ)]1(1− θ)2·1 = 2 θ3(1− θ)3

求导得 3/θ − 3/(1− θ) = 0，即 θ̂MLE = 1/2.
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Exercise 10.
设随机样本 X1, . . . , Xn 来自

f(x) = θ xθ−1, 0 < x < 1, θ > 0.

1. 求 θ的矩估计 θ̂MOM.
2. 求极大似然估计 θ̂MLE.

Solution.

I E[X] =
θ

θ + 1
≈ µ1，故 θ̂MOM =

µ1

1− µ1
.

II 似然函数

L = θn
n∏

i=1

xθ−1
i

求导得 n/θ +
∑

lnxi = 0，即

θ̂MLE = − n∑n
i=1 lnxi

Exercise 11.
（计算机实验）考虑第 4题，分别取 k = 10, p = 0.01与 k = 10, p = 0.5，样本容量 n = 10, 1000，生成

B(k, p)样本，给出 k, p的矩估计值.多次尝试，观察是否有不合理结果？

Solution.
代码如下：

1 impo r t random
2 impo r t numpy as np
3
4 de f expe r imen t ( k , p , n ) :
5 d a t a = np . a r r a y ( [ sum (1 f o r _ i n r ange ( k ) i f random . random ( ) < p ) f o r _ i n r ange ( n ) ] )
6 a_1 = d a t a . mean ( )
7 m_2 = d a t a . v a r ( )
8 i f a_1 == 0 :
9 r e t u r n 0 , 0

10 r e t u r n (1 − m_2 / a_1 ) , a_1 / (1 − m_2 / a_1 )
11
12 p r i n t ( ” \ nBinomia l : k = 10 , p = 0 . 0 1 , n = 1000 ” )
13 p r i n t ( ”Moment E s t i m a t i o n R e s u l t \ n p k ” )
14 f o r i i n r ange ( 0 , 1 0 ) :
15 p r i n t ( ”%d %.4 f %.4 f ” % ( ( i , ) + expe r imen t ( 10 , 0 . 0 1 , 1 0 0 0 ) ) )

模拟结果如下：
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可以看出样本容量较小时容易出现不合理估计.
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