
Chapte.ir/-ecturelLecture2
重在理解统计的思想

5公理化定义 :P是⼀个实函数 :f-IRs.t.cn
P (A) 00 , ǓAEF ⾮负性

(2) P( 2) = 1 归化

←
必须是"

(3) P (ii) ⼆年 PCAD.li#j,AiAj=0 加法公理
,

1
由 5-dgebra.IN 有意义

称 P 为 概率函数 ,
是 给出 䧩 ⼀般性质

,
不提供赋值⽅法

称⼼ , 乍 , P ) 为⼀个概率空间
* *

命题 :D P (A) EI.UA EF

(2) 174)= 0 .

(3) P(A)

tPCAS-l.lt/tEFaPlIAi)=iP(Ai),lfiFj,AiAj=0l5)PLA)EPCB),ltAE13

(6) PCAtBFPCAHPCBJ-PLABJFA.BE7

PǙAi) ⼆点 10(A) ⼀点 RAiiA.si ⼗点测
了
(

Ai.A.ir/tiD+...t-iIiPUAiPt-.-iiiiiifi.)e.g-l配对问题 ) n个⼈ ,每⼈⼀顶帽⼦ ,
参会时摘帽 , 会在随机取帽。

1 问⽆⼈ 拿到⾃⼰的帽⼦的概率 2 恰有 以拿到⾃⼰ 帽⼦的概率
记Ai ⼆ 第 7个⼈拿到 ⾃⼰的帽⼦

,

则 R A ) ⼆ ⼗
则⽆⼈拿到帽⼦为

Ai-Ai-iiiii.in:鬡彲 i浐顨⽽ PǗAi) ⼆点鼎巡练
了

ie.ir
PUA.ie )

⽽ PCA.in/tik)= ""_e-iic.ci
Pn -䎺 = 1 - P信的 = 1- [ 1-_-⼀点 +芈

'

⽽想⾮主 䙊戒



6
0条件概率

。

g.掷⾊⼦ 。 A = {2,3-4,5} ,
B = { 1

.
3
.

5}

由古典概型 :P (A) ⼆ t.peB)==
PCA (B) ⼆号 =

RADDef.PL/tlB)E!器 ( P (B) > 0 )

Remark ①计算条件概率 改变样本空间化定义计算
② ⽤于 计算乘积的概率 :P ( AB ) = 13(A 1 13) P( 13) 乘法法则 。

g. 取球问题
: 8红 , 4⽩ ,

⽆放回取球 ,均为 红⾊的概率 ?

_
⾅

=
8》
_ 裄

(则 ⼆寺
, PCR.IR ) =不

⽌

/ 第⼀个红球
⼺
, :PCRRD-RRzlRD.PLRi ) 推荐这种算法 , 因为它 ⽤到 了运算法则 。

分析了事件间关系 、

推⼴的乘法法则 : PIAiAzi-Anl-PIA.JP/AzlADRA3IA.Az).--PlAnlAc,..An-i)

回顾之前的例⼦ RAi.A.in#tf.Et!EL=_Eki1𤙴前 nr项 ,

只 留 后 r项
,

考虑函数 P ( · 1 13) :⽜→R.lfixedB.PLB) > 0)
A→ P( A 113)

命题 :P c. 1 13)是概率函数
Remark.io ⼼ ,下 ,问是⼀个概率空间 。

② 区分 P (A) 与 P (A 113) - 先验 以后验

eg.PL/t),PlAlA)

70独⽴事件 :

定义 : 若 PLAB) = P (A) P (B) , 则称A , 131相互独⽴ ,

Remark : ⽐对 的 , 13 P ( A13) = 12 (A 1 13) 12 (B) , 若 P( A 1 13)存在 ,则 阳) =P ( A/B) ,

oǒgr
11独⽴性直观上表现为 等 ⽐缩放2EEET-reelRemark.ci

,从实际⻆度判断独⽴性-可 ⽤独⽴性定义式 。

(2)
-1255

137 A 513独⽴#A 与5独⽴
.PL/tlB)PCA)

定义 : A , 13
,
C 独⽴ EYPCABCEPCA-PCB7.PE) 两条件缺⼀不可 。A , 13 ,俩两独⽴

定义 A.AZ
,
为有限或可数个事件 ,其中任有限个事件,都有 PCAi-AimFRAii.RA.in )

则称 Ai , 11… …相互独⽴



g. 彩票 ,
每周开奖 ,聚焦点奖 ,

不累计 , 中奖率 ⼼ , ⼗年 不中奖的概率 ( 以 52 0 周讲

记 Ai 第惆不中奖 , 则 Pc Ai )= 1 -⼼
则 阳…㖁 ) = P A) 。… P(An ) = (1 - 105)

520
= 09948

定义 (条件独⽴) : A . 13关于事件三1 条件独⽴- PABIEJ-PCAIEJ.PL 131E)
Remark.lt

,

13关于 E条件独⽴ 与 A
,
13独⽴互不蕴含

8 Bayes 公式

全概率公式 :

给定⼝ 的 ⼀个划分

Biy
𩐿鱷或可数个求和

titj.Bi.BE 0

P (B) > 0

则 P (A) ⼆

PCAFBD-PCFABi7-FPCABDTPCBDPCAIBise.gs敏感问题调查 : P ( A K ) ⼆ 平 1"别F)PIAIBiFJfz.jp-9 ⇒ P=¥ 9

g. 假阳性悖论
记 13漶病

,
A =阳性

,
P(B) ⼆ 104

, R A 1 13) ⼆ 099
, RA 113仁⼼

求 PCBI A)

101131 A) ⼆⽇
⽫

⼆品贤淼磊川,酒
= 9%

迦
对阳)进⾏ ⽤ 13诱导的
全概率分割

Bayes公式 : 给定划分113 旷和事件

Bi.pl/3ilA)=P'I=P'AlBi)P'Bi--1导致A的可能1壆
P (A) fPCBPCAIBPRemark.PLBj )先验概率 , 12 (BjlA) 后检修正 。

g.前例 续
:重新检测仍为阳性 ,

且两次检测 独⽴ , 同效⼒。 此时患病概率 ?
记 A i = 第 1次为阳性 。

PLBIA.AZ) =
阳以䢠

=PCAIDPM-eoqqPCA.AZ)

PCA.ADeg.LA发⽣劫案 , ⽬击者看到 了嫌犯特征 。

⼏天后
,
警⽅逮捕 了 ⼀对夫妇 , 符合前述特征⽆实证

。

⼀位数学家计算得随机选取对夫妇 , 符合特征的概率 p = 8. 3 × 1 0
8
,
初审认为有罪

⽤⾼法 撤消了判决
,

A = ⾄少有 ⼀对符合 ; B =仅有⼀对符合 ; 假设特征独⽴, 设 n = 800 万 = 8✗ 106

阳(
) =( 1 - P)

"

, P (A ) = 1 - ( 1-p)
"

P( 13 1 A ) = 1个器 = _
啊 (7) pap

"

P (A)
⼆

Tn
⼆ 0

.7 《 1
.



Lecture 了

为什么要使⽤概率 :

0 不确定性的来源
1 )被建模系统内部 的随机性
2)观测的不完全性 (

g. Monty Hallhobleml
3)建模的不完全性 g. 抛硬币 )

· 很多情况下, 简单⽽不确定的规则 ⽐复杂⽽确定的规则实⽤

※ { 正确计算概率
正确使⽤概率

Chapter 2 随机变量
" 维 )随机变量

定义 : 样本空间 上的实值函数 : Z :2-112 (该定义不严谨 )

a 1-> 不(a)

g.试验 样本空间 随机变量 随机变量的像集 (新样本空间 )

随机调查 50⼈的意⻅ 50⼈的所有可能意⻅ Z ,
{0,1-50}

⽀持 or 反对 ( 2 ,⼼ 们
,
⼊⼼

"

1的个数
"

共 2
50
个

随机抽取个北京 Zz所有北京成年市⺠
,

其年收⼊
11 1- 0 , ⼗ 的 )

成年市⺠ 构成的集合

ey事件 : Z
,
= 7 ; 22 7 1 0万 ,

Ranark ①随机变量起概括作⽤ ,
是试验的数值摘要 ,

② 事件 ⼀ 静态描述
变量 - 动态描述

分类 ①离散型 : ⾄多可数多个取值

②连续型 区间型取值

③其他

定义 i Pz(II) ⼆ P必四) EIEIR ,阿测
① 不表示 ⼯ 的原像集 ㄈ⼝ ( 事实 上应该要少)
② 通常记住那



定义 (累计)分布函数
cumulativeDistributionFunction.abbr.CI?FF(2)EPcZ=x),E2E1R
Remark :P ( a < Z 的 ) = F (b) - F (a)

ix)⾦
g ,
Z - 2个⾊⼦ 的点数之和

3 6

_
_

-

30

Z 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

24

P 或 是𧩹 的 ⽼臧⾼光 川 -

1⼜
-0

Remark :

6 -8
0

(i) Fa)单增 (但 不⼀定严格)
。t.ET56-789.hn/2ES2e

121热和⼼ ,热,下⼼⽃ (单调收敛原理)

1 3) 下⼼ 右连续 ( ⽤任意右侧收敛点到 , 只需单调点列 )

Remark.nl以上三个性质是函数成为概率分布 函数的充要条件。

Remark
⼩样本空间可以很具体

(2)随机变量的随机要素 来⾃样本点⽐的随机选择

131 应⽤中随机变量的直观意义往往出现在 样本空间的意义之前

g. Zi
⼆ { 1

, 第 i次正⾯向上 ( i= 1 . 2 7

0
, 第 i次反⾯向上

考查了个随机变量 Z , ⼗⼆ ,
不 ,82

.

以上 三者的定义域都是 佂 , 反了 ✗佂 , 反了

14) aztbY.ZY.FM#0),..,,gLZ,Y) 在8个 定义域相同时,都是随机变量

151需要 ⼼ (I)Ef ( 否则 P ( 8
" (I)) 缺少定义)

1 6) 同分布 : 没 CDF of Zi 为 Fi ix) , i = 1
.
2

.

Z , 821司分布 〈⇒ 红⼆阿测, 有 PIZ.FI) = PCZEI)
E) UER , 有 F. ix) ⼆⽯ ⼼

⻔ 同分刷不蕴含227 两随机变量相同 。 随机变量相同是两个函数的相等
,

- nnnnnt

是映射关系的相等
,即⽐中,不必 -2(4)

e.g.掷 1枚硬币 ; ⼆ 正⾯向上次数 }不同分布
,
但含义不同

仁 反⾯向上次数



2
0 离散分布

定义 : 分布表 彦 :蔗
概率质量函数 (PMFIfcDEPCEXJ.ME/R.

→ 因为仅有 ⾄多可数个点有意义
Remark : ① fcxiipp.co , 平北⻔⼆ 平 Pi = 1 -磊和 满⾜概率侓 。

② cdf 为阶梯函数

定义 : 期望 E区 ) = T P ," ⼆ Fxifxi )

⽅差 VarlZKFlxi-ECZDPi-yxi-ECZDPi-EIZ-ECE.si]
= E (8

2
) - E

2

(8)

Remark ①期望即均值 :⺾薪 ⼆

平成发
(相异,⼀)

②期望存在 ⇒ Feit" 绝对收敛 ( 因为期望要对交换顺序 成⽴)

③ E (8)刻画了分布特征

④ Elg(8) ) =新化⻔fxi )

3
0 常⻅的离散分布

117 Bernodi 分布 (两点分刷

不化 ; 品 .PE ( 0 . 1 )

记为 2- 13 (p)

E (8) = p , Varlx) = p ( t p )

g. 示 性随机变量 ☒ = 1 0 ,
A未发⽣

1
. A 发⽣ , P = P ( A) ,8- 13 (P

12)⼆ 项分布

Z :吹独⽴ Bernouli 实验的成功次数

P (8= k ) = (则 pkctpTKEki.in}
记为

I~Bcn.PE区 ) = n p , Var (8) = n p( 1-p )



13) Poisson 分布

P 18= k ) =两边 ,
⼊ 70为常数 , KEN

记为 8- P (⼊ )或Z-Poissc.nl/DECZ)=VarlZ)=Nc------
,

引⼊观察 时间 [0 , ⼝ ( ⼀定时间内 )

g.某路⼝交通事故数2
li = [ 14- ,⽅] i-l.mn
n充分⼤

, st,

假设 : ① li 内⾄多发⽣ ⼀次事故 (→两点分布 )
② 恰发⽣⼀次 的概率时许冰 "很⼤⾼阶项略去 ) |③各段独⽴

则8-Bcnpj.pt
有 1亿北 ) = (则 pkapik
㵄"我最訫的

"

令⼼ 的
,有 10 1 8 = 1 →背⼼

注 : Z~Bcn.pl⇒ 2
近似
~ 17 ( ⼊)

,其中⼊_,
⼀段时间内的平均发⽣次数

2nnnrnnn.in很⼩ , n很⼤ , ⼊不太⼤时 ,近似效果较好 ,
误差最多不超过 mintp.in

Poisson分布 ⽤于 ⼀定时空内⼩概率事件发⽣的次数 ,



Lecture 4
"

Allmoddsarewrong.butsomeareusefuiz-GeorgeBoxPoss.in分布 (续 )

g.某医院平均每⼩时出⽣ ⼊个婴⼉ ,

现有⼀名婴⼉出⽣ ,求接.in/hh 出⽣ 的婴⼉⼈数分布 ,

⼀定时空
没 hn-Possic.nl/lt)

⇒ P( Nt) = K ) = (⼼
'

-

<

E
"

KEN 。

注 : 若试验不独⽴ , 但弱相依 , 仍为较好近似

e.gl配对问题 )

PCAikt.PL/tilAj)=-nl,lnj3Ai,Aj 弱相依
还拿到⾃⼰帽⼦的⼈数

没 8
以
Possionl ⼊ ) ; ⼊ = n# = 1

- :P 1 8 = K ) =_
'

。

下⾯检验上述近似 ,

考虑指定 1<个⼈拿到 ⾃⼰帽⼦ (互和
E :指定 1<个⼈拿⾃⼰帽⼦ 下其余⼼ 了⼈没拿到 ⾃⼰的帽⼦
-

恄这指定的
1个⼈

没蕴涵 1除⾮说
"
仅
")

r n

p (下⼀下) =-
'以 怀⽕ ,其中只 ⼆点等⼏ !

P⼝⽔) = (则
'

吓了 ⼆
,
尜州

、樂 Pri-TPn.ie
蕊阳北 ) =

'

花 ,

与 Possion分布 的近似结果⼀致 .

4
0

连续分布 :

定义 : 若存在和⽔ ) 3 0
,
使得 对我可测的⽐ 112

,都有

RZEI ) = ffmdx

则称8为连续型随机变量,
称 1为 2的概率密度函数 ( PDF)



性质 :

tffndn-12.PL
a < Z的 ) =

Fcaj-FD-ffcmdx-RZ-3.GE/R,PlZ=a)=O.4P(xo-SZaxotS)=T-(ze
)d - 2Sfcx。) (若f于 20处连续

x.rs

局部概率✗密度f)
5
, 下 ( 2 ) = P ( 2 = 2 ) = [f)dt

F的 E C
'
( 112)

,

若f于 北连续 ,
则 Fix。 ) = f(2 0 )

。 若附存在 , 则不唯⼀ ,

定义 :连续型随机变量的期望 ECZI-fpf.de
⽅差 Varlzkfx-Ecnifcnd-F.CZ2) - E记)

注 : 1 1)约定 E⼼存在⼀ ⻅性⼼有限
E (8)存在⇒ Ǘxfcmdx 绝对收敛 ( 不是柯⻄⾄值意义下)

(2) ⼀般地 Elg⼼⼫ fgmfcnd
50常⻅连续分布

II)均匀分布

luniformdistributionlfmyF.zeEIa.bIO.se
¢[a. b]

记为 X~Ula.bg

EM-f-d-atbvarlZKEIZJ-ED-ii-2-ii-t-ilbtab.to
?) - Ìláizabt5)

⼆ 六 145+4的 +4 ⼀⽀ (⼼+6 ab +3的

⼆ ⽪ ( a
2
- 2abtb )

= 友 (a- b)
2

注 2~ V10⼋) 通常称为随机数



1 2) 正态分布
i

和洁___的
figyye

记为2~N ( µ , ⼦) i
i

i
注 :

1 1 ) E (Z ) = µ , Var(2) = 5
2

PtdD-ftcy.ly( 2 1N 1 0 . 1 ) 称为标准正态

( 3 ,设✗~N ( µ ,扪 出 Y-T~MO.iy-tpdttn.int_ ) d-

1 3)指数分布 hinkygayiē"豓f ( 2 ) = { ne-M.no ⇒ Fcx ) = {ǒē
"
,
2 7 0

0 -0
,
以 0

⇒ftp..it
"

其中 ⼼。

记为⼼的⼼ 为加之产
的"ie-ELXEM.hr

凶⼆ ⼊
2

注 ① 有⽂献认为参数是FN

② 8通常 ⽤于刻画寿命或等待时间

③尾概率 RZ> ㄨ ) = 1- Fcx ) = e
^ㄨ

( x > o )

eg ,
观察到有⼀名婴⼉出⽣,

接下来 1⼀⼩时有婴⼉出⽣ 的概率

令2- 间隔时间
17(Z >t ) = P (Nt) = 0) =

9哥 = e
"⽐

⇒ pczat) = 1-0⽐ ⇒ X~E.pl ⼊ )

指数分布刻画 了 Possion过程中的间隔时间,

g.失效率
( 危险率)设ㄨ连续分布 , cdf为 下 (以下 (少

0-Plx-xtdxlor-PYE.fi⽳謍 =

_
沁 。

"

年龄加的零件不能继续使⽤的条件概率密度 为 产 ,畿
令 ⼊⼼⼆ 个箭,

⇒ Fcn ) = 1-⽐我⼼⽐
2200

-_-?0
记⼊必 三⼊ (⽆⽼化假设) ,有 Fcx) = 1 -é

"

,
✗> 0 即 Z~E.pl ⼊ )

这表明指数分布刻画 了 ⽆⽼化假设的寿命分布



那⼼圳-s) ⼆ 只器 = 炎醟 = e
-

这概率与5⽆关 , 说明已具有⽆记忆性

注
"

⽆记忆性
"

这⼀ 局限来源于⽆⽼化假设

改进 假设 下
,𦦵 = ⼊ ⺌ =杀

⼼
, nso.xso.pro

⇒Fcn-fet.no
0

,
k£0

这是 Weibull 分布
✗=1 时 ,退化成指数分布

6
0

随机变量的 函数

记仁 g ( 2 )

若 8离散
,
则㷰散

若 已连续
,
丫 不⼀定连续

,例如 设X-Expm.no , ㄚ= 1 0 1 ✗⽐

1 ,
xst.to > ,

则阶- 0) =Plxat 。) = 1 - éto

P作 1 ) = e
化。

ty > 0 :PNay ) = P⼼的 )
d

先去掉
⼆ Piz_

⽆意义部分 ⼆ gfcmdx
p

"州⽧焉:
⼀

䎰!lcxdxfc.sn⇒ (ix) = {ǕHD 州的 ) , y>。

从孨 ⼀

x-jp-ryxiy-jPY-I.in-.-㦐-_-



Lecture 5

Chapter 了 联合分布

1
0

随机向量 ⼼ , _
Zn ) : ⼝ → 112

"

。

↳ ⼏维随机向量 ,每个分量都是 同⼀个⼝上的随机变量

(联合) 积累分布函数 ( cdf ) i F x … … , xnFPLZ.si , 及 《 ⼼ … Znexn )

lxi.kz/-..,2n)ElR
"

。

注 : n - 2时,称为⼆元分布 ,随机向量通常记为 (Z ,ㄚ ) , cdf : Fcxy )

2
0 离散型随机向量 : Zi均是离散的

,

pmfiflzeii.tn ) : = P (

liell.in?,Zi=xi)ff-o
离过的 ⼆ I

e.gl多项分布) 某随机试验有 ⼏个䂨的可能结果 Ai , .hn ,

彭⼩ 江 (即绗是⼝的 ⼀个划分 )

Ai的概率是Pi
,
A ,出的次数是Zi ,

没薪 = N ( 总实验次数 )

P⼼⽔⼼ ,
Zrikn ) = (fi灲斯⾮

其中, 多项式系数 (iii) 留点 , 即 信aiǐ的展开中䤒的系数

3
0连续分布

定义 :若存在fcze.in。
,
使得对 成 的任何可测 ⼦集Q

,都有

仁 ( ⼼
,

⼀

,
不 )EQS-Gfdzen.hn

则称⼼ , ⼀不 ) 为连续型 , fcxi.r.mn )为 pdf 。

注 。 ① gfdxn.hn = 1
.

②四时 iFlabFPlzaa.kbrffffcx.pkdy
⇒噐

,
( a , b ) = f a ,b) ca.es



e.g.均匀
分布 ( n= 2 , 矩形分布 )

f( 2 . y ) = fb-ag.cze.PE ( a , b) xcc.cl )
o ,

其他

e.g. ⼆元
正态分布

(Z
,
ㄚ )~ N (µ ,⼼ , 5,2, 522 , 9 ) , 其中 1 9 1 < 1

fcnyi-i-e.pt-,他哥)
2

+ (两1-2-28等等了

指数部分 -_- ÌIWZ -_- ÌZÁAZ ⼆ ⼠仇 )
「亿⼆ ⼠ 1117811

其中科𪑛 ,
以求⼼?) : -_-

臖 仁 (ii)
期中可能考 ?

问 : ofxy ) 的等值线是椭圆

②9有何意义 ? 直观上看 ,
北 的 互相影响的程度

40边际分布

考虑 ( Z… ,
Zn)

Zi 的边际

cdfF.pe?-PlZitx)=PlZiEx,tj,ZiElR).e.g.n=2(Z,Y)的 cdf Fcxy) ,

则 8 的边际 cdfiFzcm-PCZED-plzex-cYa.co
)

= limPCZax-Y.cn
y→。

治品 Fcxg)



g.连续型 , ⼼为例 瓦 (X ) =
,想 Fcxy)

-o_o

。"""" "⼀点㖌恋!:;檾!釥䝦g)g. 离散
型
, n
= 2为例

7 (8=2)
2rem

⼆部 (2 = 2 ,的 )

蕴涵所有都取到
剩余的完全取到即可

g.连续
型 ,⼼为例 ( 2 ,ㄚ ) , pdffcxy ,

瓦 ( x ) = P区 仪 ) =[kfcs.tl dtds
8的边际

pdff.ci/)=ffcx,ydye.g,(Z,Y)~Nlyyuz,n2,oi,f)fi)=ffcx,y)dy--e'歌
"

,
.tn

⇒Z ~ N (⼼ , 5 、

2 )

同理 , Y~4uz.si )

|
综上

,联合分布确定边际分布524
-,,-

反之 ,边际分布不能确定联合分布



5
0条件分布

1 1 ) n - 2为例 (Z ,ㄚ )

ii)离散型

PCZ-ai.li ) ⼆们 , 部⻔ 三 1:

17 (==ailkbj ) = 1"

异⺤ ,兼⼆器,
注 : ① 到28 = ailebj ) = 1

②⾼维情形类似

(ii)连续型 , 设⼝ ,
ㄚ) 的 pdf为

fx.yjPCZ-yyaydyj_PCZ-yY-pyyay-dys-fg-ndt.me
yfsds

8 此时的条件概率密度为

fzlzelyygdp-T_tdy_y_yj_jy.US如果有 fg ,

定义 条件密度函数

fzely) :-)譽
flylze ) : ⼀ ⼤"⼀

) 11这样你就有的取特定值
时 的 ⽔的概率分布

注 : ① Flaly ) = P 区 € a , 仁g)

② fx.p-fzlxlysfcys-fcylnl.fi" 乘法法则

⇒在 (a) = ktx.yidy-kf.ly )和炼 全概率公式



⇒和化) =𦦵 = 淼悲箭 Bgers 公式

eg ,
⼆元正态

和 1 2) ⼆ 名器詁声州-※⼀幽
⇒ 当8⼀时 Y-NCM.tl#cx-M),l-p2)i)

60 独⽴性

定义 : 区 ,ㄚ ) cdf为 下灬) ,若 瓦州上国 ) 下性 )
,
则称"独⽴

注 : X,ㄚ独⽴⇐>

fc2.ykfmfyilfx.yERHpmflpdfJL.ecture 6
定义 : 没⼼ , _

Zn )的 edf 为 Fczei ,⼀⼼若
n

F (n_n)⼆点ㄏ- 1 2 i )

则称 不 , … ,
还 相互独⽴

,

n

注 : 8… ,
不 相互独⽴⇐> fcza.o.tn) ⼆点fjs

定理⻔ 若 Z…,
不 独⽴

, 只 法 ⼼ , ⼀、 ,
Em ) ,占 t.CZ n_n , … 。 ,

不 )

则 ㄚ ,占 独⽴ ,

定理 12) 若pdfifczi.mn ) = ig.cn i) Ui ER
则已…不相互独⽴ ,

且有与 gi仅相差常数因⼦

这说明相互独⽴#Pdt变量分离 ,

注设 ⼝ , ㄚ)在如图 三⻆形中均匀分布
y n

_ __ _ _:P.gg#fc-.y)=fi,cxy)EDDio.cze.DE/D
0 1 "

这时 , f并不能进⾏变量分离h的⼟ 0

⇒ hc.gg#



7
0

多个随机变量的函数

没叫 , ㄚ = 9⼼ , _ Zn ) 。

eg.Zi-BCni.pl ,让1,2 , 不 ,不独⽴ ,

没ㄚ =2 , +82

有 P (ㄚ = k ) = P (8 , ⼗⼆ 北) (

KEki.n.tn#=EPlZFk,Zz=Kk)k=o
⼆点 REKDPCZ.tk ) ( 独⽴性 )

n-k.tk1
=

'
之 (咖𠮿州"(ii)pkkic.pk14

= 吆州
以"坐 (I). (ii)

K 1=0

= (个别,以州
"以

⇒Y~BCn.tn, p)
中xz-yzece.glZi

,
82 )有 pdfifcx.ms , 仁晋 ,不 >

otyER.MY的 ) = P渠的 ) ˊ= P ( 2的不 )

= ffcxi.mdze.dz >ㄨ 1

D

= 5
"

( Pfcxndydm
1 跨求导

?

022-gcff.fcm.at?dDdt
⇒ y 的pdf.ly?=fe.fcze.,zag)dzei



密度函数变换法 : ( n= 2为例 )

设 1剡 也 ' ⼼ '到 可道可微
,即玐 ,

⼈
, (到 = ( h.MY2)9218 ,

.
82 m ( Y ,

丫川
P ( 1 ㄚ,⽕ ) EA ) = PKZi.MEB) (炒:)

cnn.xd.92-ffcx.msdx.dz

A_B-fflh.ly
, 以) , hzly ,州detJldy.ly

其中 正 烈㗊 = 1哿 㓵
驴 器 -

eg , ⼼ ,
827 pdt 为 flx.in ) , 求 乍 了 , +82 的 pdf ( ⽤密度函数变换法 )

令 作 不 22 ⇒ {Z ,
⼆ Z
22 = ㄚ-Z 哥 ⼀tidetg-IEZ.KZ

的联合

pdfilly.zs-fcz.y-ZJI-II-fcz.y-ZJlyp-kly.dz= kflz.y-dz-Hy-Z.dz
注 : ①若 8,82独⽴ ,则

lylykkfm-fzcy-zsdz-f-xfz.ly )

注意卷积和积分变换的直观解释
,

②边 ,

ZD~NCM.no?,5i,f)Z.tZz~N(M,M,5i+5It2pQ5z)oxi,t,F
分布



Chapter 4 随机变量的数字特征
]期望
E (2) = 信道

的
,提pmf

Üfcmdx , f是pdf

注 : ①期望⇒ f

②期望 是集中程度的刻画

③ ⽐⼀般分布更易计算

性

笩的区… ,不了头㷉
…"的扣 ""

不 '

557
a.

{ 9…⼀⽉……2= 不必求pdf ,
直接对每个⽔做计算。

② 1三点 ci Zi)⼆点 ciF.CZi)

③若不
,
…

,
不独⽴ , EǕZDǕE⼼ ) (利⽤变量分离性 ,

易证)

2
0

分位数

定义 ✗⽐" 包括它⾃⼰
若 p ( 2④ a) >✗䢸 (北》 3 1 - ✗

,

则称Ea 为 2的下侧 ✗⼀分位数

①若 edf连续 ,
则下⼼ ⼆ ✗

-_-

② F
"
⼼为吩位数 。

③ ✗⼀分位数不⼀定唯⼀

如_ _
虈

④ ✗-5⇒中位数 , 是集中趋势 的刻画

⑤ e.gg/234pjjjj 中位数为 2 1积累过程中第⼀个超过 a)



⑥ 众数 (⽅便定义 : f的最⼤值点 , 不考虑可去 间断点 )

⑦期望 ns. 中位数 ns. 众数
t贷⼼ 平衡点

3
0⽅差

定义 : VarlDEEKZ-ECID-ELZS-F.CZ)2

S D 12) ⼆ ,
回⻄

注 : ⽅差 类似转动惯量
,
是集中程度的刻画

性质 : ⼼ Var (C) 三 0

(2) Var (Z tD = Var (E)

(3) Var (c) ==
2

Var (E)
2 Cov6 ,ㄚ )

(4) Varl☒ㄚ) = Var(I) tVarMZEIIZ-MXY-n_j.ME⼼ , µ= E们

⇒8 ,ㄚ独⽴ : Var四ㄚ) = Var (8) tvarl ㄚ)

4
0

协⽅差 与相关系数

记 E区 ) = µ , .EU)
= µ, Var区 ) = 5 ,

2

,
Var (Y ) = 522

.

定义 : Cov8 ,ㄚ ) = E [12-µ )以间
性质 :D Cw (88) = Var (8)

iucwlZD-covlY.ZJ-nCwLZM-EIZY_7-EEDunGCaI.tbZz.tt
,
ㄚ) = aGv18吖) tbcovlzz.is)

这表明在是双线性的 、
平移不变的

157Covlzi ,新 ) ⼆ 哥 Cov18旳 )
hnrnnnnnr.net ⽤于展开 Var (I)

注 : (Z… ,Zn) 的期望记为 (n_n) , ⽅差定义为

E [ F '"

⽞州 (不⼼…不侧 = ( C。⼼ ⼀川
…

这被称为协⽅差矩阵



定义 相关系数

Corrlz ,ㄚ) :=
⼼⼀起⼆ E (型 ,

丫䛓) : = 9

定理 ( 1 ) 2 ,丫 独⽴ ⇒ Cov12 ,ㄚ) = 0⇒ Corrlz ,ㄚ) = 0 , 此时称"不相关

九) lcorrlZ.DK 1
,
当且 仅当存在常数 abs.t.PH- axtb) = 1

证明 (2) ilemmaiETUVJEEMELVJCCauchy-s.chwarts 不等式)
当且仅当 ⺕

tos.tl?(V=toU)=I.Lemma的证明 : E [⼼⽐⻔ ,0 , 再由△不即得证 ⼀

亿==
⼆⼼

, 让些 ,
易证

,

注 : ①州 ⇒⼀⾔ 。⼀号
② 9=0不蕴含 独⽴ ,

例 :令 I~Nlo.D.KZ
, 有CovlZ.IE四)EGEM-0.FM

③ 9 只能表征线性相关性 , Ǚ

e.gl ZM~MM.no?.r2f)
则 Corr必ㄚ ) =9

思路 : corrlZMEElt.gl

泎等 īfnysddy
然后 ⽤ Cholesky 分解进⾏坐标变换即可 。



Lecture 7
5 0矩

定义 : E [⼼的

称为 8关于C的炌矩

通常 KEN+ 。

其中 : Eo 称为原点矩

EE.CZ )称为中⼼矩

Remark ①期望上四是 1阶原点矩
,

1阶中⼼矩 三 0

② ⽅差 Var (8)是 2阶中⼼矩

· 偏度系数 : ⽐聊了 ⼆⼀
⽐"辺

( 3阶标准矩)
5
3

Remark : ① I阶标准矩 三0,2阶标准矩三 I.

②相对于 5阶及以上的奇阶标准矩 ,

3阶标准矩易于计算 且受噪声影响更⼩

③ 不是度量偏度唯⼀有⽤的特征数
e.g.

sthnn
偏度系数 < o

称为负偏 , 左偏

•• 峰度系数 : E [1-们

Remark : ① 正态分布 的峰度系数三 3.

超值 (超额 )峰度 上 ⽐⼀个 -3

µ
②

-
,⼀⼈

尾 ! 肩 ! 峰 匮!
尾

!

e.g. ⾦融机构可能更
关注尾 (⼩概率情形

③

-_- 。

<-_- 峰度 -3 : 尖峰厚尾

④没有唯⼀的数字特征可以完美地描述尾部⾏为

⑤ 实际应⽤中很少涉及4阶 以上的 矩
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0

矩⺟函数 ( MomentGeneratingFunction.MGF)

定义 : 记 化 (t)
°
= E(e)

若 Mz (七)在 七⼆ 0 的 某个邻域内存在 ,则称伦 ( t)是2的矩⺟函数 。

e.g.Z~Exp.CN
则 Mzu) = E(E) =悂" (nēmdx ==

⼊
, th.MG洊在

Z~Nlo.is
则伦⽐) = E⼼

2) = fettidze-ei.tEIR.MG洊在
IRPoss.in (⼋)性质, (i) Mz (0) = I

M (t) = e
⼏⼼ D

1 2) 设ㄚ= aZtb
,
则Mylt ) = E(

ㄚ)

⼆点⼼⼼
")

= TM.cat)

e.g. 没ㄚ~ N ( µ ,
5
2)

,
则Yf-x~Nlo.DE ㄚ= 5⽔ +µ

则MYlts-E.hn
③• 矩⺟函数确定矩 " ⽤矩⺟函数求⾼阶原点矩 : 求导

定理 E⼼ ) = M。

"
( 0) (在⼀定较好条件下成⽴ 了

证明 M。
⼼ =款胤武

⽽M.lt) = E(E) = E (起制定经⼼ )i ,
☐

条件

ne.ge设8-N ( 0 . 1)

则性)=_=鐵器两喜然器

⇒{
E 18
"

) =
,梁 ⼆⼀

⼩ ! 这⼼⼀'以2⼈"不⼀定
= (2吵 !!

(2n) ! ! 12n) 12n-2) 、 . - 2

E 1 8"
')⼆ 0

注 :例 E 18
2) =

I.EE?)=O.ElZ4)=3.
矩⺟函数确定分布

定理 若存在 a > 0
,
s.t.M.it) 三 价⽐)

,
ttl-a.cn)

, 则 Z ,ㄚ 同分布

eg ,

设伦⽐上 Ìēt +5 + fétjēt

对于离散型 Z ,
设 1亿 = k)顸

,

则 E(F)== eh

⇒ 8'-1 045
⼀⼀

P 本 主 ōō



Remark :矩不能确定分布
eg ,

没 1呕~ N( 0 . 1)
i E⼼

"
) = 1fifmbezipdfif.cn?='_e--,

iEIZD-ftfzmdzeZzipdfc.fm= f ( 2) [ 1 + sin ( 2个⼤ ⽕ )]
,

i - 1tnfmdx
注意到 lfifzns.in (2加 2 )d =o

.

i

i tffisinczhnfia.ch
有 F.CZ?)=ElZi) i

••0独⽴随机变量和的分布

定理 设2-hyhEERY.nl/VlzH)=Mz(t)-MYlt)
证明 Mzct) = E⼼

"7 ELESEEYKMitiM.it )
_ _

• Z ⼆点☒ ⇒ Mzlt) ⼆点Mzi (⼗)

e.g , 设 2… ,
不是独⽴的正态 ,则乾 ,也是正态

n = 2 时 , 设

Zi-MMi.sn?),TECl,2?Mz.-(t)=Mzit).Mzz(t)=e-tMt-hnt=exp5i+_ti-yu.tn灯
⽽这是 MM-yuz.it扪 的MGF.MG F确定分布 。

⇒ZHZz~NLMtluz.sk523

归纳可知结论正确 。

Remark
① 联合分布 ⼼ , -.- ,

2n)的矩⺟函数

MZ.i.znltii.tn?=E(et,Zit.--ttnZn)
˙ 若 EIPO.st.MZi-Zn-My.in UEBGP , 则 ⼼ , _

Zn ) 与⼼ 。
⼈们同分布

② 概率⺟函数 (PGF)
,
已为⾮负 整数取值

,
没叫"⼄⽔)

PGF : E (F) ⼆点只 ,
⽐ [-1 . 1 ]

当 t.EC 。四时 E (F)
= E 10㖄 =Mzllnt)

③ 特征函数 :Elě) 其中注 - 1
.

优势 :没有存在性问题

④矩⺟ 、特征分别对应于 Laplase变换 , Fourier变换
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0

条件期望

EMIEA) = {
到怀仁州北们 ,

伪离散型
.

kyfylxEA) dy ,
伪连续型 。

ELYH-F.LY/Z=x)=fFYiP1Y=yilE2
)
,
伪离散型

的fymdy ,
伪连续型 。

E (Y 1 2 ) 是2的函数, ⼀个新的随机变量 , 称为 ㄚ对8的回归函数

e.g.CZ?D~N(Mi,lUz,n2,5z2,p )

则

EIYIM-Mztpjcn-pne.gg
、
甲⼄是两种同类产品 , 平均 寿命 分别 是 10年 1 5年

, 市场占有率分别是 60% , 40%
随机买个 ,寿命的期望是 ?

naive : 1 2 = o. 6 × 1 0 +0,4 ✗ 1 5

记 2 = { 1
,

甲

2
.
2

.

1煶买到产品的寿命

E ( Y ) = E (YIEDRZ= 1) + E ( YK=2) 1亿=2)

= E ( E ( Y 18》

• 定理 (全期望公式) E (Y) = E ( E (Y 1 2》

证明 以连续型为例

ENM-kyflymc.ly =的。

'
,禜 dy

⇒ E ⼼似后 (2 ) ⼆的fcnyidy

⇒EIELYIZD-kEMmfzcndze-fkyfca.pdydze-EMRe.in
ark , ⼀般地 , ElglZ.YD-EIElglZ.DK〗

多维类似 多元情形可以对 某个变量做全期望

• 定理 Ekrg⼼⻔ , E [(Y- E( ㄚ⼼乃

理解 注意到
KEIR.EIY-DJ-EICY-F.LY)乃
故 政以抋 )

2

⽇ , EIMEMZ》词

两边取期望 即得上式 ,

Remark.EU⼼依赖 (2 ,以联合分布 ,通常难以获得

转⽽求最优线性预测 (ie 㗊政(Ytaxtb》7 )

这是最⼩⼆乘问题
, a . b 与 E(2 ) , E们 , Var (8) , VarM.com(8,ㄚ)这些低阶数字特征有关



.PEEMZ) , 估计误差 :T-T
, 有

① E (T ) = 0 , ⽆偏性

② E (成 ) = 0 ⇒ corlii-ECP-ECYJED-o-oi.co
⇒

varlYKVarhtvarlDLecture8Chapte.ir5

1
-

0 概率 不等式 Pn

•Markov 不等式 : ㄚ30 , 则

lino.PH?a)Ef' àsy
证明 : 令 ⼯ ⼆

化 ,Y3a.Y.cn ⇒ ⼯ ⼆兴 ⼀ ⼆⼝ ) 还会 ) ⇒pcyaja_Jintuition.im
->缩到 a

ㄚ < a - 缩到 0

Remark.PL/Zka)ai2e.g
,
没830 .PLZ-KEIZDf.ch
ebyshev 不等式 : 设Var仍存在 , 则对知。

PCIY-EMI.DE "⼼_
"

证明 :P ( N-E(州 , a)
- PKYEMTD

痴" 三"舆
之

⼆璺

Remark.VarM-o-PN-ELYD-I.ch
emof 不等式 : lfa-o.no

, 有

P (Y,a) ←
_

砋妙
eta

证明对⽐>

o.MY, a) = P (⼼,E)
唥
"

王慧



g. 没
Z~NCO.is

考查 P ( 18 1 3 3) :

yarkoviE-2-f-o.27chebyshera-eto.ME
Chernoff : = 2 P (233) =2

.点⼆ z-E-3EZ.ei~o.az

⽽正态经验法则易计算得 P 1 12 13 3)= 0003

2
0

⼤数定律 ( LawofLargeNumbers.LU)

不 , _ Zn.iidlindependentidenticaldistributioD.ECZi) = µ , Var (Z i ) = 5
2
70

.

8⼆⼗点8n.EE?=pn,VarlZ)=f52(var(I)-so,n-s+cs)
随噌⼤

,
8越来越于接近 µ

. 定理 ( khinch.in 弱⼤数定徫 ) 《荐读 khineh.in ,数学分析 8讲
没 iidzi-Zn.EEi) =µ ,

Varlzi) =5
2

则对⽐。 , 有

⼤ P ( 18-µ慨 ) = o
n→ +P

也即
lim P ( 18-µ 1 -9) = I
n_n

证明 :P ( 18- µ 1 -) Chebyshevtgs → 。
←

Remark : ① V970 , 汉> 0 ⺕NS.t.n-N 时

精度 置信度
PLGUI.EE ✗ 即 P L ⼝州⼼ , 1 - a

② µ (未知) 很⼤概率意义上 ~~ 这

③ 设Zi ~ 13(p)
es Bernoulli ⼤数定侓

④关于⽅差的条件不是必要的

Varlzi )不存在 时 , 定理也成⽴

⑤该定理可推⼴
如 Chebyshev : Zi , Zj 两两不相关 ,

Varlzi) ⼀致有界

Markov : Var(E)→ 。

Remark : 依概率收敛

Yn-P-Y-gilYn-YH_EK0.io/不要求收敛

偏差算概率测度



· 定理 ( kolmogorov 强⼤数定侓 )

设 iidzi-Zn.EEi) ⼆µ , 则

P (出品8 = µ ) = 1

11 在⼝中⼏乎点点满⾜蕊⽟ µ

即 ⽐"

phi.IE/ukE)-IRemark.
设Zi ~ 13 (p)

该定理说明 概率 的频率解释是合理

Remark.IO以概率 ⼯收敛 : ⼏乎必然收敛

lalmostsurelyconvergdYn-YEPLYn-YJ-I-wo.PL/Yn-Yla)=I
②强⼤数定律 :Z.nu

as
,
收敛要求先有收敛

e.gl/MonteCarlo 积分) 这是在⽤概率的测度进⾏评估

,.ge
-_- -_-

nti

D

O a b
>孔

没☒ iii) iid~UKabjxio.ch/-dx
䜫 i = 4 点,臧灯的 ⇒ Ii~ 13( p

) ⽽

p-zb-esffcmdze~ccb-D.fiII)

eg ,
两种收敛⽩与区别

设⼝ = [a I ]
,
均匀分布 (从⽽有⼝ , f ,ㄗ)

设

SERY.IS?=StIan(S)Yz(S)=StIc-(S)Y3LS)=StIiiiS)Y4(S)=StIIajIlS)YlS
) = S t ]字和 (5)

ㄚ⼼ = t I字 ,
⼝
")

:

ㄚ ( s ) = s i-"丫 , 但 Y※Yn , 因为志⾼总不存在
令 Zn (s ) = S

"

Zn -0



3
0

中⼼极限定理 ( aT)

• 定理 设不 ,
⼀ ,8niid.ELZiHl.li(E) ⼆ 5270 ,

则

古㕣 P (
或不叫
nn.o.sn ) = 10的 ⼈ 趋向过程中 , 在 叫

附近怎样分布其中 4 12 ) = (!击Ǘdt , 是 ⼼。 1 ) 的 cdf _

证明 只证化⼼存在的 情形 (未看 )令 Mt) = E (这⻔

WLOG , 令 µ = o ,5
2
= 1 ,则 M 1 0)= I

, M
'

( 0) = 0
, M
"
(0) =

IEIexpsnt_B-MMilimnlnMfY-l.in/nM(yt)L'Hospitd_2
n_n

y-soy-Mgi-Ecn-JRemark.IO
上述定理常被称为 Lindebergc.LT 。 可在不同分布时推⼴

② 依分布收敛 : 只衡量随机变量的 cdf到

Yn-Y-cdf.im->下, (2) (n_n)
③设不- 㗊

"※ = ⼥⼠ (对样本均值做标准化)
或

CLT-izn-Z.Z-M.ci ) , 也记为 不->M。 1 )

④ C.LT-7点Zi-Mryu.in》
⼥-> N ( µ ,前

⑤ Zi- 13(p) , 则到2i ~ 13( np )
->-md

此时ㄍㄒ称为 DeMoivre-LaplaceC.LT

Plt , ⼆点Ziatz) ~~ 4 ( ⽕ ) - 4 ( y )

y =
t - n p -

1

yni.PT)连续性修正 进⾏
yitn-npti.PT oit.tn 主

☒ ⼀ ⽐
⼀

问在相应 的 NCnp.my》 )中, (古坟)处于什么位置 ,



g. (选举问题) 设 P 为选⺠⽀持率(未知)
HPn-sNCM.ES

随机调查⼏个⼈
, ⽀持⽐例 Pn⼆⼗点Zi , Zi ~ 134》 , iidzi 因为 n <<⼼

若 E = 00 3
,

1 -X = 095 , n = ?

X-E-pn.pe c ✗ µ
= o

即RIRPI.si 癷舆⽤ ELT.PL⼈川⼀ ) # 2 1 1 - 0 1
,意》 ←✗

⇐741器, ) 3 1-

为使所有 P成⽴ , 左边取最⼩值,邻垃 ,

即有-8是未知数
4 (2 ET) ,⼈⼠

注意到 4 1 1 . 96 )= 0 975-⼀

取以 1 0 0 8即可 (这与⼉⽆关 )

RIR-pl.ae :-x

。熙
、

是翻
。

2*(1 -4以 ← x

2 - 2 01 (t) s s

24 (t) , 2
- ✗

0⼼ , -
4-毈

⼭痴 ,⼀


