
Lecture 9

Itisbettertohaveanapproximateanswertotherightque.siion ,

引⾔ :

数据统计 : 1䨻 ,䵼
统计推断

eg ,

概念 : 总体 ( Population)

(回)

统计
_

总体 : ⼀个概率分布

Remark
, ① ⽆限总体
② 有限总体 (离散)

个体数量很多时近似视为⽆限总体
③ 虚拟总体

统计才邀 : ⼀ 族 概率分布
eg ,

正态分布族
指数分布族
参数模型 。 e.g.IMµ,5 2 )}
⾮参模型 , eg ,

连续型随机变量
,
E(8)存在 , 以⼼有限 。 -.-

不能 ⽤有限个参数来刻画
直观上 ,⾮参模型有很多参数

⽊塑 : ⼼ , -.- ,不 ) , 其中每个不来⾃总体
n称为样本容量

获取⽅式 观测 完全

不完全 ceg ,
电灯的寿命 )[

试验 (g ,抽样调查了

个觯随机抽⼀道 : 总体个数N 有限 ,
⽆放回

任意容量相等 r鮴n羔本都有相同的 发 _
_

乐 概率

随机邀 : Z
…Znlii , 即有放回或近似有放回



Remark
,
不当抽样
e.g. ⺠意调查

有偏取样

, ⽆响应问题设置
,
如诱导性提问

语⾔

调查员的操作

统计量-_-1 四…区 ) 样本的 函数 ,
完全由样本决定 , 是数据的简化⽅式

eg.Z-fizi.SE#ilZi-Z)2Z-M
{ M 未知 : 由于 µ取决于总体 ,区州不是统计量
µ 已知 : 是统计量 ,样本的函数

统计扩道 : 总体 ,
决定

> 样本 (分布)
推断

{
经典⽅法 : 频率解释

Baye.rs⽅法

e.g. 元件寿命
• 假设Z~E.pl ⼊) , 问 ⼊⼆ ? (参数估计)
。 假设合格标准是.EE?3L-> 检验标准 : 231 1假设检验)

未知

e.g. 设模型Yi-aZi-Ei.cn?(Zi.Yi),iEli,...n3--sa (模型推断 , 参数估计 )
· Zi = ? a

, Yi 已知 (变量推断)

[ hapter 6 参数估计

1 0矩估计
没 Zi , … , Zn iid

样本矩 : K阶原点矩 a.⼆⼗点8! "'̌ > E四)

k阶中⼼矩 mk⼆⼗点lzi-fLN-EKZMDe.geZiid N (µ的

µ
= E 18) = a , ⼆ Ī

ln-EVa.CZ?=m2
==0点 (

Zi-Zieg.Zi-ExplDj.EE)=a, ⇒ ⼊⼆ 击

声 = Var(8) t.im⇒ ⼊ ⼆ 这⽚



基本原则 : 尽量⽤低阶矩 (计算稳定性好)

g. 经验分布 层 ( 2) =
⼼
,不 中 不超过 2的个数了

, Zi ←2
-_-訌 i

(2)
,
扒到 ⼆ 化

, Zi >2

Ii (d)ǛBCF (2))
=7 层 (2 )

"
。

> F ( 2)

⑦ Fncze)- 在每个数据点⼆ 上的概率为古的cdf 。

⑦ Remark.F.nl 2 ) 的矩 即⼼ , -.-
Zn )的样本矩 。

2
°

极⼤似然估计 (MLE)

个叚设 不 , _Zn的联合分布为f( 2 1 , -.- ,
2n ; 0 ) ( pdflpmf )

0为参数, 可 为向量或标量

对于观测 (2 . , _ Zn) 的似然涵数 ) 定义为 :

Ll ) = f( Zi , -.-Zni 0 )

Remark ①观测数据常记为n_n ,
视为81 ,_ Zn的⼀个实现

② 在离𩇕 情形 ⼈⼼是出现 ,-.- Zn的概率

③ 若不 , … ,Zniid ;总体分布记为 f, 1 2 i O )

L 1 0) = f ( Zi , … , Zni0) = f ( 8 1.0) • - •f (Zn , 0 )

e.g.Zi~Nyu.si) , µ ,
5
2

未知

⼈ ( µ , 5
2)⼆点 (或ēǖ)

定义 : 世 ⼠ argmaze⼈⼼ ,称为 0的极⼤似然估计
0

Remai-k.0-Z-Zne.gr接上例⼦以
2µ

= 0 ,

⼀家 ⇒如⼀
1152尽培 (不8)

2

似然⽅程组 - 2 52
= 0 .

经验证 : ( µ,也吵 为化 , 也就是 ⼈ 的最⼤值点

Remark ① 上述结果 与矩估计结果⼀致 ,
这是个案

② MLE的不变性 ; gcotg (a)



eg ,

设Zii.ua 0)
.

0未知

L 1 0 ) = È ,
⼼)

,
ZiE ( o.0 )

{
o ,还) ,不⽐00)

⇒ U =max ⼼ , … ,
不}

由40)《 0) ,

有 ⽐为 0 的

MLE.ly
,

设总体 pdt是 flkiOF-ncr.mn ,
2块 ( Cauchy分布)

① 没有矩 , 不能进⾏矩估计

② MLE :似然⽅程为 点𢞵。
2
- 0

不易求解

③ 0为中位数
0 ~~样本中位数

Remark ①估计⽅法 不唯⼀ ,
没有绝对优劣

②MLE ⽅程的根不都是解

③ MLE必须先有f的表达式
矩估计只需参数与矩 的关系

④ 似然
,
在极⼤值点处 平滑不易估计

Lecture.IO
Remark 参数估计 }点估计MLE

经典⽅法 : 参数 0被视为数或数组 。

3
0

Bayers估计

在搜集数据前 ,对参数 0有先验知识 , 可 ⽤ ⼀个概率分布刻画 , 称为先验分布

⽤ ④ 来表示 0分布的随机变量 。

态 ( 0 ) - 先验分布 (主观 )

8- 试验

古 ( 2 1 0 )- 样本分布

focolx ) = ⻋器 =
挺⼼症⼼

⼀⼀ 后验分布
后 (d)



eg , 正⾯向上的概率为 0 ,抛 ⼏次
, 出现了 2次正⾯向上

先对 0的初始认知状态进⾏刻画 :

①~ UlaDi.ef@M-I.0Elo.Dl 同等⽆知原则 , Bgers 原则 )

记不抛 ⼏次
, 正⾯向上的次数 , 对给定0 :

Z~Bln.cl ) ie.fi 210) = ( 是 1 0
2
(1-0⺮

,
zedo.nlㄇN

更新 0的分布 ,
考虑 ⼝ , ④ ) 的联合分布

flO.2Ff@M.fzl 210 ) = I . (别 ⽐⼼
" ⽕

,xEIonIMN.OEIOD.name
-

连续 离散

故

后 1 2) = fo.me
由 f

'

u
"
( ⼈以
"d =

T a) ㄏ (b)
Tlatb) ,

其中 ⼚ ( 2 ) = ffttu

有 t.cn ) = 在

⇒ fd 0 1 2)=
T n+ 2 )

T ( 2+ 1个(n_n)
⽐ ( 1-0)

" 北

~ B (ntl.net/)Remark.先验分布是B ( 1 , 1 )

可 ⽤ 后验分布期望 E 1 0 1 2)或后验分布众数升制的最⼤值来估计

0.Remark.Bayers.EE1 0 1 2 ) =-
" (在 以很⼩时,估计不极端)

MLE.GE#Remark.若 先验分布是B ( a ,b) ,
则后验分布是

Bcatze.btnGtxcEElOlnEarmab_.O-t_-@Bla.b
)的均值 Blx , n_n ) 的均值 .

^

e.g.ro ,
2 = 1 3 , 则后验分布 B ( 14

.
8)

,
如 图

0我 不太可能
⽽ I
'⼼主 ) ⼆ 091 i)

0 主 1

Remark , 先验分布的选取



4
0

元偏性 。

偏差 ( Bias) : Eolò -0) = E。 必⼈0,0未知,但在这⾥当做⼀个确定数

定义若 Eoǜ )= 0 对 0的任意可能值都成⽴ ,则称的 0的 ⼀个 ⽆偏估计

Remark
,
⼀般地 ,称与 ⼼ , _ Zn)是810 ) 的 ⼀个⽆偏估计 ,

出 Elg⼼… ,
Zn 了) = g ( 0 ) ,

Remark , ①⽆偏 即 ⽆系统误差
。

② 若 ⽆偏 , 由 《⼼ ⼤群⼼
"

,
想

,
-.-⼼) " 。

-> E (j ) =Ega)
③ ⽆偏 性的实际价值 视情况⽽定

eg.EE)=µ , Var(2)= 5
2

-E (8 ) =µ , E ( m ) = E (古志 (8 i -8)
2

) =¥ 5
2

(系统性偏⼩ )

⽽ 经过志⼼-8)
2

是 ⽆偏的 ,

Remark 、
注意区别总体⽅差 和 样本⽅差 。

e.g. 设
⽟池 U 1 0 . 0) , MLEU-manlzi-ZB.EU ) = "-0 ,偏⼩

Remark.io Mli不保证 ⽆偏
② _⼼ , 28 元偏

5均⽅误差准则 (有效性准则 )

均⽅误差 : Edcò- 0)2)

e.
Var (0^-0) + 玩 ( Ò -0 )

利⽤⽅差
i-⾼精确度

点囖
泪四

⼆ 出⽣⼼ 域⼼。 ,
_ _ .

。

精确度 准确度
,e.preeisi.inaccu"4 . i

.<-⾼准确度
数据扰动 算法能⼒ 。 ,

-

造成的影响
ˊ

_

定义 (均⽅误差准则 ) 设 点 ,您都是 0的⽆偏估计

若 Varǜk Var⼼ 对于⽐成⽴
,
且北

。 s.t.Var.fi Varèǜ )
则称估计 会 在均⽅误差意义 下优于ǜ

。

eg ,

估计 µ ,

µ
= E 1 8) = E121) = E 1 ⽀必⼗⼆》

Var (8) -_-

Var ( 8 .) = 52

Var ⽣ ( 8 1 +82》 == ,

故 8是最优 的 ,



定义 没 Ǜ 是 0的⽆偏估计 ,
且Varlǜkvarb 对 ⽇⽆偏估计 Ò 成⽴ ,

则称 出是 0的最⼩⽅差 ⽆偏估计 1MW估计1

eg.Z~N4u.ME/mz)=MT52,Els2)=52
注意到 Ellmz- 5

2)
2) < E (《 2 - 5

2)
2

)

可以⽤低偏换 ⽅差更⼩

6
0

⼤样本性质

ò我⼼ ,
-.-n ) ,

当 n - 0时 的性质

·渐近 ⽆偏 :监 Edò-0) = 0

· 相合性 ; 若⽐0
, 有蕊 P ( 100 1矵 =0

, 则称 Ò匙 的⼀个相合估计 ( i.ee- 0)

Remark
,
相合性是 良好估计的 ⾃然要求

⼋、e.g.mn塔 (不可 ( 中插⼀个 µ)

=培 ( 8 i -µ )
2

- 18-µ)
2

将 ⼈⽐和 C.LT上 !"
⇒n_n

乘积收敛 ?)
良性 质 推⼴

渐近正态性 : 若存在 不 s.to橸 、 _ ,

⼀⼀指出的 Z 的优

到 ⼀般的 ò

②点⾼ P ( 6柒近 2 ) = 4 ( x )

则称 Ò为 0 的 ⼀个相合渐近正态估计

Remark 由 CLT : 不是µ的⼀个相合渐近正态估计
②
n很⼤时 , 可⽤ N 1 0,扪来近似 Ò的分布

③
有时 , 取抗 Var (5)

70 MLE 的优良性 .

40) =flzi.tn ; 0)提取了样本中 所有关于 0的信息

U-argmanh.IO)
0

① 不变性

②相合性

③ 渐近正态

④ 渐近有效性

⑤接近 13aye.rs估计



看 第 30条 : U_U
-> N1 0⼋)

-

Fisher信息量 :

装
'"-_-

I1 0 )三亚 (21㖄,吵了
20

先对※ 惣舆"待⼀ )( = Var ( 咇声叮 )
算⼯⼼ ,

⼆ ftdx 三 0

再⼯⼼ =吣 = - E 1 ""炒
癫求导交换202

InMEE他㖌"不⼼⼀⼀》 |(黏 ⼀批事
逃 n I 1 0)

两边期望
~

对"取⼀
' 或i

LecturellRe.no&Remarks.I.Z.in
,

Zn : 样本 (
"

随机样本
"

通常指 iii)

样本分布 : fcziz.cn ,- 0)

Ò = Ò 181-,,-

标准误差 iseh.io
指统计量的标准差 。

标准误差的估计 : 我 ⼼

2
.
经典点估计的优良性 ,

⼏ 固定 ( ⽆
偏性 : E 1 0

^
- 0) = 。

有效性

iMSEElo-ODV_tETO-ava.co/=VarlEg)3.Bayers估计 :

常数

, 后验众数与 MLE的关系
。

设⻤ 1 0) x I ( 同等⽆知原则)

年 1 0 1 2 ) =
后 '"9-texfc.IQ) =f的 0) = ⼈⼼

后( n)

故后验众数 ⼆MLE估计值 。



4,
统计决策与 损失函数

损失函数⼼⼼

fgL (0 ,
⼼ = (0^-0)?

Ò的 ⻛险 : 12 1 0 ,⼼上ElL@iD-fLcohfm_xniQJdxi-.dxn
, Rcoò ) = E瓰的

i.e.MSEBage.rs⻛险 , rco.GE/R(0,dfdQ)d0. r.ci = E [必峢

将 0视为分布 的⼀个实现
,

= folfczixnMf@Mdx-.dxn
End Reuèw 8 Remarks

.

8
,
区间估计

定义 :给定✗El。 1 )
, 对 0的任意可能取值 , 有

pcàa<⼼ , 1 - x .

则称 出 ,⼼ 为 0的 ⼼ )置信的 区间估计

Remark
① ✗ 常取 005 , o.01.0.1

② 可靠度优先 ie 优先保证 ㄗ l d < o <⼼ , 1 - ✗ 。

再尽量提⾼精度 à )
,

g.
Z-N( µ , 5

2 )
,

5
2
已知 , µ未知 ,

欲使 ㄗ (Z-ayu.EE ) , ⼈ ,

即ㄗ( -_-µ < a ) 3 1 - ,

⽽ 8 -µ ~⼼ 。_ fiy
"

⇒型 ~N ( o. 1 ) 所作! 该化加>
F -

i zi
(上侧之分位数 )

(对称的区间是最短的 。

⇒ 所求的区间估计为

这⼀活 ,
8 + 丕⻘ )

Remark 有时也记为 ⻄⾄Ē

② 若 ✗ ⼆005
, 有起=196

.

有时也取⾄⼆2.



Remark
。 ① ⽤⼯估计 µ ,则有 (1) 的置信使得所得估差 1 8㧃 《赵志

②⻘ - 18的标准差) 标准误差 。 ǙlTKE.ro③ 给定 970 ,
n~~ (登)

2

时 , 有4刈置信
,
误差 ← E. 1㼦K等⼆ ⾄

eg ,
设2-N (µ ,

5
2) , µ . 5

2未知 , 估计 µ ⼆州
"※

Ē
~ N (0, 1 )

则丝 ~t灬 )
赵

⼩
__ ✗

2 (n_n)㫖
X~N ( 0 - 1)

故所求区间 (8-灬余 ,
8-啹 '

ㄚ~⽔ n)

Z =
上

F.

Z~tcnjRemark.IO正态假设下 ,
558独⽴

。

② -5
_⼆⼀年 ⼼⼀ 插⼀点 ( 8-1

2

- 1-
2

-

~ 好 (n_n)

枢轴变量法 :

1 1 )找 0 的相关统计量 0
^

(8… ,
不 ) (通常是 0的良好点㟗

⽤样本统计量估计总体参数 .

1 2)找出 函数1- 1 1芈 的分布 (与 未知变量⽆关 ) 估计值是数轴上 ⼀点 .

枢轴变量 ,
1 3 ) 求 ⼼⼼ 华枢轴变量的分位数

因此 , 本课程共求 理解出现过的⼏个。

"
求出 相应 统计量的置信区间

g.
Z~ ( µ ,

5
2 )

, µ ,
⼦未知 ,估计 5

2

.

lnT_n.fm - 1 ) II.
,

⼀个⇒ 所求区间 1 名
("上您灬 ,櫤) ,

取 , ⼆ ⼋⼀
==

⽽不考虑最⼩化区间⻓度 。直接⽤⽔的 分位数

e.g.Z-MM.521.Y~MH.tt ,独⽴ , ⼼ ,µ2,52 未知 ,估计 (N_n) _

Z-ZniY.hn 为随机样本 。

(8平 ) - (n_n) ~NCo.it#)HiI-Ef+E



S2 ⼠
"-_-以及 "

⼀
"⼀"

=

-
1

2
㵄不812⼗点 你们了 ~ Xcntm - 2) ,

即cntm-ishxcn.im》(8平 ) - cq.tn )
0
'

~ t ( mm - 2 ) 即 EP-CMTn_ee~tcm.ms)
,⿊… ii. s

-○渐近置信区间 (⼤样本 ⽅法 "

iitjfe.gl
选举 问题 ) , 记事实⽀持率是 P , n- 1200

, 观测值⼀ ⼆ 057 (87 - sfi给出 ⼀个 95%置信 的区间估计

考虑 Zi - 13 4》 (近似

iid7.REZ.lu= p . 5
2

- pcrp ) (4-置信区间 )

E (R )= p , Var区 )
=

'"1⽉2 ⇒ se.li?)=,f---
在这⾥ <

㡭,蕊⼼…

22202

标准差与 P有关 ,

不是随机变量
,

这造成估计
上

的困难 。

不是观测值

要使 ㄗ (
'避'

<y ) , 1 - a .

i)

① (不吙超华"⇒ 陉 =-

1

-
( 不 +嘉 +玩 , 嘉蓲 )

取 x = 005

得 区间 (0
. 542. 0 . 598 )

② ⽤ "来近似 5𠨑 ( 1- 1》 , 近似认为譽~ N10⼋)
5==1点 lzi-ZE.ci 24751样本给

完后
,

取仁005 㝈獻
避

得区间 ( 0 . 542. 0.598)
的
意

③肌来近似 5
2

.

这等价于⽤不 ( 1- R )近似 02

取仁005

得区间 ( 0 . 542. 0.598)

④ ⽤ 本来近似 5
2
- p ( 1-P .取2

最⼤值 ,

-

_) ( 0 .
5 42

.
0
. 5 99 )



① 置信= 1- 2时, 近似程度取决于 ⼏ 的⼤⼩
,及总体分布

,
I (P =Tj② ziidpscp.pl?nlEEij'䨹前是⿊-1inch
Bcp 的pdf.INp ) =呼》 ⼆

Tp

取 不 ⼆

,iiǖ ⇒避世似 ⼼。⻔
。

⼀职不⼆

,噘== ,lǖ ⇒ 刟 近

梨~
似 N ( 0, 1)

(这⾥⼼的 不 结果 恰⼀致)

MLE渐进正态性
e.g.Z~MM.si) , Y~Nlpz.si ) ,独⽴ , ⼼ ,µ 2 , 5.2.522未知 ,估计州以

随机样本Z-Zn.Yn.hn ,

⼼

管着……

⽤样本⽅差来近似 。

(

感念着巡
⼼。 "

Bayers 区间估计

有了 后验分布fcom.in ,

ㄗ ( a <① < b 1 2 ) 3 1 - x

最⼤后验区间估计

fdaks-f@aHKaElaD.fa4Ca.Deg.ZnrM
µ ,
5
2)
,

5
2

已知 。

两⼤µ) - 1
, 后验分布MZ.ES

⇒譽……⇒ (8 -⾄于 ,
8⼗⼆点 )



Lecture 12

Reviao : 1
0 置信 区间 ns.Bayers区间

2
0

⼩样本⽅法 ns. ⼤样本⽅法

{⼩样本
- 精确分布

⼤样本- 近似分布 (多依赖于"下 , 是渐近置信区间 。)

枢轴变量 佷好点估计概率分布可⽤

Chapter 7 假设检验

1
0

基本概念
e.g.

⼀ ⼤批电⼦元件寿命2 , 样本 8 ,_ Zniid ,

Q : 若假设Z~E.pl ⼊ ) ,问 仁 ?

这是参数估计 (已知分布族 1

Q2 : 没合格标准 : µ = E (2 ) 35000 ,如何判定是否合格 ?

尝试建⽴执⾏标准 8- 1 . 那么 ( ⼆?

ms假设检验 : 样本在多⼤程度上⽀持假设

定义 : 统⼴邀 : 对 ⼀个或多个总体的某种推断或猜测

原作遨 lnullhypothe.si s ) H。
:被检验假设

备择假设.net/dternativehypothesis)Hi: 拒绝 H。 后 可供选择的假设

也叫研究假设
Remark

,

若假设可以表示成参数形式 , 那么 H 。 可 表示为 Hoi0EQiHi0EQtQn@F4.QU ⼆ 0所有可能取值

eg.int/o:1kT.-H,:NTo-对应于 ⼊不同耿直的⽆数总体

简单假设且以 µ北。 ) ; H , : µ ⼠µ。✗ 双边检验

( 已知⼼µ ,⼦),5
2已知)

对应塹
,1tifimyilti.mn-_- 单边检验

复合假说对应多个总体

假
-_-

没检验依据样本的决策过要
拒绝从

,不拒绝 H 。



检堑 : 作出 决策的⼀个具体法则

所有可能观测的集合⼼…,
Zn》

不拒绝⽐ ⼀ ⽐ 1 120- 拒绝 H
。

旦 临界域 ( criticdreg.in) e.g.KZ ,_
Zn ) 1 8 a }

形式上抽象成 :

R= { (Z… ,
到 1 个⼼ , _

Zn ) - c}
L
-_- 临界值

。

拒绝 ⽐
-_-

: 在假设⽐ 为真的情况下
,
所观测样本出现的概率

如果该概率很⼩ ,
意味着样本是拒绝 Ho

。

( Faith : ⼩概率事件不易发⽣ )

e.g.f_h_T.li䟖。

擟意
拒绝⼈1。

两种可能的错误 拒绝⽐ 不拒绝⽐

I类 (弃真错误 ) H 。真 ✗(I) ✓

⼆类 (纳伪错误 )
H。假 ✓ ㄨ (⼆)

对应的概率 : 尼 (2)
,
⽐④。

尼 (⼆) , ⽐④
,
注意

,
这⾥是在 ⽐为假的前提上做条件概率 ,

Remark.io依样本 决策 ,
错误不可避免

⑦ 同⼀次检验 不能同时犯两种错误

③ 𠴱定时
,两种错误发⽣的概率此消彼⻓

e.gl直觉) a)都不拒绝 它 (I) ⼆ 0 , 尼 (⼆ ) = 1 反之类似
(b). 。 _

ㄗ (I ) = 尼 (⼼ , -.- Zn) E R ) uhen QEQ ,
记为 ✗ ( 12)

不到 ⼆ 百 (⼼ , -.-ZDERJuher.GE
,
记为 p灬
>对划分好的 R, ✗ , P

是定义域 不同的 0的函数

110不同→ 分布不同→ ✗
, P变化



功效 了邀 (powerfunct.in) 对不同给定的 0 , 给定划分R , 拒绝 H的概率
.PL( Z… ,

不 ) ER) = (
从 12)

,
OE ,

Ifmemnaei→功效 H
。 为假时能将其拒绝

.

Neyman - Pearson 范式 ( n固定 ) : 控制 农⼝ ) 《 ✗ , ⽐④。 ( a > 。 通常很⼩ ,预先给定 ,

称为检验⽔平或 显著⽔平 )

再在这⼀限制 下 ,使队到尽可能⼩

Remark.in 固定 ,使尼四)最⼩的检验称为⽔平 ✗ 下的⼀致最优检验
(不⼀定存在, ⼀般 也不易求解)

Remark.lt。 与 H ,⼀般地位不对等

①原假设⽐通常是受保护的 侕检验过程是在试图从样本中找证据拒绝 Ho
。

②备则假设通常是在研究中感兴趣的 ,

2
0

临界值检验法

eg.Z~q.mn
H µ =µ 。

,

Hi.lu#uo.inHo:plUo,H,yuyuo.cznHoyuyuo,HiMuo.
下⾯讨论⼩ ,

1 2 )
。

Case I : 若 5270 , 已知 。 给定 ✗
,试图求解出划分 12 (事实上就是参数 e )
s .切个 ,e) Ex

117 给定✗ >0
, ⽤ Ngmau-Ran.sn 范式 ,

当 H 。 为真时 基本思路 :

控制 召 (I) :P ( 18-µ 。 1元 ) ←✗ luhen H。为真)
。 飍簬靠譼⼀⼀

率
。此时

8-n~Nco.FM
Iyi.ly/L-. 即这样的划分保证 了

在 12 0 12
0

中 ⽇取样酬慧 ,⾔ ) ← 。

⇒检验(准则 ) : 18-µ 。 1 , ⾄于 -_-) 事件 发⽣的概率溶
在我所指定的

概率 为 ✗ 的域 12中



1 2) 给定✗ >0 , 基本思路
当 H。 为 真 时 ,

Z <C就拒绝 。

ㄗ区⼼⼼
'⼆

给出模型
队謺譽 ) " 业

标准化
没Z~Nco.nl l

⽤分位数表示
队 Za匨 ) "

⇒ 4 《誉 ) 《 ✗ 对⼀切 µ砒都成⽴ , 有

㕽等 t.sn ( 注意这⾥是下侧分位数)

检验 。 当 8 ← µ 。 ⼀信 时拒绝
,

Remark ,
这 也被称为 2 -检验 ,

eg.H.tl?5,Hi:M5Li.e ,

上例 中 µ 。
=5)

,

n = 1 0
.
5 = aol.a-o.ci

临界值 e = µ 。
⼀改⻘ =4 99 3

.

⼈在NP 范式中哩
⼀下热;獻!!!!点⼼

""

-

> 11 错误地拒绝
111⼗的概率e.g.若 味

知
,
则采⽤ 㼦~⼼ - 1 )

这匙检测



Lecturel3ReviewiI.Hov.s.lt
,

2
.
决策 :拒绝 或 不拒绝 H

。

检验 即 决策准则 ,拒绝 域 12的划分

了
,

统计学中 没有绝对 的 证实 \证伪

xcmv.s.pl R ) 是检验程序的属性 ,

不是 样本的属性 .

a ( 12 )
, p ( R)都是参数 0的函数

✗ ( 12 ) = ㄗ ( ⼼
… ,不 ) E 112 1 H 。 )

p ( R) = P (CZI_ZnJERIH.la
,P 是预先指定的可接受 的⻓期错误率。 s.t.xcmaa.peRKB

-4功效和功效函数

P (⼼ , -.-Zn) E 12) = { x
( 12 )

, 0 E ④

l-PCRJ.OEOnrni.si
⼒效

p ( 12) ⼩ ,功效⼤ , 则 不拒绝 1-1 0时, 才 能 接受 H 。

若忽略对 不到 的系统控制
,
将导致对结果意义及下 ⼀步 ⼯作 的误判

5、临界值检验法的步骤

Step 1 : 提出

Ho.H.gs2 给定✗ > 0 .

Step 3 :确定检验的统计量

确定拒绝域的形状 (看⽚ , 单边 。 双边)

eg.lt 。 : 00 0 ,

H
,
: 0 > Q , 则 R的形状应为 8⼈⽽不是 双边情形

Step4 : 由ㄗ (I) ← ✗ 给出 12

Step 5 : 采样 , 计算检验统计量的值
,

Step 6 : 决策
(事实上 ,还应该讨论功效)



3
0

临界值检验与区间估计的对偶关系
.

e.g.Z~Nllu.si ) , 5
2
已知 ,

x E 10 , 1)
,
不
… ,
Zniid

置信区间 (双侧) µ E (8 - ⾄⾔ ,
⼆赵⻘ )

假设检验 考虑

H.tt/H.:pnuoP(lZ-lUolse)Ea
⇒检验 : 18-µ 。 1 万⾄⾔ 时拒绝 ,

⇒ RE [ ⼼ 。⼀) 118州 <赵⾔ 了
⇒ µ 。 E (8 - 2琂 ,

⼆⼗ ⾄⾔ )

由此可⻅ : µ 。 E置信区间 与假设检验 ( H 。 : µ=µ 。 , Hi.lu#uo) 不拒绝 H。

Remark
,
区间估计信息更丰富

eg , 两个 拒绝⽐ 的 情形 , 区间估计给出 了更多信息

µ。 (4111) >

l (从从) >

µ 。

4
0

p值检验法 。

e.g.Zn.NL µ , 5
2 )
,
5
2
= 25

,
检验假设 Ho : µ = 1 0 ,H.MU#o)(i.elUo=lO)n=lOO,Z的观测值 I = 10 . 93 5 . 给定✗Elo , 1 )

检验 ⼼µ 。 1 3⾄⻘ 时拒绝 H。

若取 仁 005 , 1 0 1 0 1 = 0 . 935 < ⾄⾔ ⼆ 0980 ⇒ 不拒绝H。

若取 ✗⼆ 0
. 1 0 , 1 元- 1 0 1 = 0

, 935 > Z琂 ⼆ 0825 ⇒拒绝H
。

在 µ。
( 18- 1⽐ 1 3⽇-µ。 1 ) = ㄗ (区 1 ,⼀

吼。 1 )
⾔

即 1711到 3 1. 8 7)=o.0 614

随原假设为真时 ,观测值以及 更极端的观测出现的概率

检验出 随⼼时拒绝 H
。
(通常称为观测显著 )

Remark.IO p值⼗ 队 H 。 ⼼

⑦ 随不⼩⼼ 不拒绝 H。

原因可能是 : a ) H 。确实为真
b) H 。 为假

,
但检验功效 ( 1- p(则 太低



P值检验法的 步骤

Ste.pl 提出

Ho.tl/(Step2给定 ✗ > 0)

Step3 确定检验的统计量
确定

"

极端
"

的形式
.

(由 H
,
决定 )

Step4 采样 ,
计算统计量 的值

Step5 戰值

Stepb 决策

e.gl选举问题 ,
复合假设的 㡒检验 )

调查到 的⽀持率等。 :-x观测⽐例 ) , n = 1 200

˙ " """

赵
坚 H ,决定极端的形状

当⽐为真 时 :

意⻘蒜化, ⻔ ,

其中⼼不 ) = 1
_
䕟 或

,𠘕

随 ⼆ 711㸑,
不器)中⼼器)

若 P 。
⼆ 0

. 5 50
, 则 随 ⼆ 0081

若 不 ⼆ 0
. 545, 则 P值⼆ 004

• Ho :P apo.lt , :P》 ,

当 H。 为真印印。 )时 :更 极端 形式 应为不独

㼐鸝㘙 )

事。
(虂 ,㸑 +嚣 )

《旤 ( Z ,李蕊 ) (由于 1印刻

⼆阳。

(㸑,
⼀𨰻 ) 1/ 原 概率在脚。处取最⼤值

此时 随 派管郿。

( ?籖 ,㸑,
)



· 定理 若拒绝 Ho
,
0 E 六⼚(Z…,

⼆ )⽔

则随 ⼆点点 ㄗ个⼼ ,-,,- Tlui.i.tnD

5 Bayers 假设检验

g.
给定硬币 , 掷 1 0次 ,观测到正⾯向上 2次

Ho :P ⼆ 0 . 5 ,
H , :P= 0. 7

点器淡哭 ,_醟,
如 ⇒ 拒绝 H。

hrrnnrrrn ltrrrhhrnee

先验之⽐ 分布之⽐

Remark ,
也可以设置后验概率之⽐《 时拒绝H 。 ( C 不⼀定为 1 )

Remarke.g.to:0-0o.0连续 , 则 PLH 。 1 2 ) 三。

此时需技术处理
,
参考陈书5.2.8 , 课程不要求 .

6
0

拟合优度检验

g.
点数 123 456

观测 461716 8 9 60

Ho : 均匀 cpi-t.lili.io?).Hi不均匀

Pearson , 为统计量, 仨点 _

_
)
2 0i :观测频数

Ei :期望频数

定理 :Hoslzteikpililokceenftlti
若 H 。为真

,
刚 当⼼的 时⽔的分布- x

2
( k- 1 )

本例中观测值姶 = 14 2

⇒随浊
。

(仿们 ~~ 0014 ?
Tnāi⾯ iĒ婹矼EEE笹ˇ, 才能较好地运⽤该近似准则

事实上 , 是多项分布检验



lecturel4Re.no
Z.tn/2,F...

I. 假设检验 1Neymat.rs
" ⼤

临界值检验 〉 ,拟合优度 ,正态性 。 .

p值检验
似然⽐ , 符号

,

秩和⼀

列联表 …

Rarson 不检验

eg.Hcipip.pzil-p.at Oz ⼆ ⼏⼆⼏个川⽯

⽔将㹐"-_-啊+_啊 ~加 2 - 1) =xi

邏" 浮⽔ "

(直观理解 )

6
0

拟合优度检验

g.
汽⻋ 电池寿命 n =4 0

1 . _ ˊ '
r r

n '
~ ~ ~ I

'
n

_ _
_ _

分组 ⼀相对频率⼀直⽅图- 总体分布

业

忄
Ho : 电池寿命分布 是 正态 的

Hi Ho的否定 。

⽤ Pearson 不检验。



单⽆边界 Oi Einpi
1 . 45 - 1. 95 2 0. 5

195 -245 1 } 7 2
.
1 } 8 . 5 将 Ei 不⾜5的单元进⾏合并

2
.
45 - 2 95 4 5 9

1 5 1 0. 3
i 1 0 1 0 . 7

378 看了 1 0 . 5

4.
45~ 495

基本想法 : Piuiffczeo.be
⼈ 1 0 ) ⼆点 ii)

→求 0的极⼤似偶估计

→不 ⼆ 不 ⼼ )⼀) Ei珋,
炒

⽔~ x
2

( K -1 - s)

但 0在积分 ⾥ ⼼根本 求 不出来
。

实践中 ,

①直接求 µ
*
= Z

,

这⼼

此例中 :烂 了
.
5

, ( 0⽧= 0.7
2

②计算 Ei

以 E4为例 。 134 = P 1 2 958- 3. 4 .
5 )

⼆ ㄗ姿"还○- ← %兴)

⼆ 0. 2573
⽤ ^^讵值将 ⽔标准化

年⼆ 啊 = 1 0 . 3

⾸尾要特别处理 :P ,
⼆ ㄗ 1 8 = 1 - 9 5)

③合并 后
, 仁4.x! ⼆点譽"之 305

⽔(K- 1 - s ) =加(i)

取 仁005

✗𣶷( 1 ) = 3 .
8 4

⇒不拒绝



Remark.io 不拒绝并不意味⼀定正态

②上述做法 的⽔统计量并不近似为不从, 估计
的参数的维数

但检验随的上界 、 下界分别是⽔仆》
,⽔⼼ 的随

独⽴不统计量合并 ~ ⾃由度相加

e.g. Mendd
的实验全部独⽴ (不同作物)

Fisher计算每个不统计量并合并
得到 ⽔统计量略⼩于42 . ⾃由度为 84 -

tifle
㢕 = 1- 4✗ 105

˙检验数据是否造假

eg.tl 。 : Mendel 的数据是真实的

Hi Mendet 的数据是捏遡过拟合了
,

我更⼩
业

"

极端
"

的形式 : 在本例中,随越⼩越极端 。

ㄗ = 4 ✗ 105

拒绝 Ho
,
认为 Mendd数据造假

7
°

列联表检验 ( contingencg-t.be )检验

e.gl独⽴性检验 )啤酒 ⼝味偏好 和饮酒者性别是否独⽴

样本 轻淡 普通 氵农重
⼀⼀

男 2026
.

67 40 20 80

⼥ 3 0 3 0 1 0 70
绗的到

50 70 3 0 1 50

H 。
: 独⽴:P ij ⼆点

防⽔⼆点 (i)呸 ,E.int?jEij
① 极⼤似然估计 Pij

閃渊有 ⼆舆 、 药
" 1𣲚鱲篇? 哼鬱



②E.int?j=nP,j=lf)(Fei)
观测值 不⼆ 三

_

皊
= 6

.
1 2

ij Eij

③ ⾃由度为 ab-I-U_a-Dtb-I_II-la.nl ) ( b - 1 )

剩下的 ⼀个属于 ⾃然推断 m-Hou.JP
④随 ⼆ ㄗ ( x2-XJ-o.co 469

e.gl⻬性检验 ) Jane Austin 与其续写 ⼼__ _ _ _ _
Sense8SensibilityEmmasanditionIISandit.in 正 1

a 147 1 86 1 0 1
1434 83 1

an
25 26 11

1
62 29 1

this 32 39 15
1
86 15 1

t.lu 94 105 37
'
236 zz

1

with 59 74 28 1 1 6 1 43 1
without 1 8 1 0 1 0 1

78 4 i
375 440 202

'
10 17 1 96

n m ,
1
- _ _ _ _ _

_ _
_ _

i

( 1 )检验 Austin 不同作品单词⽤法的 ⼀致性

Ho :具有⼀致性 ( 1不 ⼆阳
_

⼆则
在相应总体中⼼ ⾏ 对应情形的出现概率

①在 H 。真的前提下 ,

没 1不坏2
⼆防 坏

对化⼆估计随群 (多项分布概率的MLE 是当前 ⽐例

Eij-nipiznjPie.g.En-n.pt= 375×
434

- = 160 0

xEOii-LE.IE/2.27ijEij
③ ⾃由度 bla-D.la- 1 ) = (a- 1 ) (b - 1 )

_

___
__ _ _ _ _ _

?0
随⼆ PlxsxihEE.fi?,不

拒绝⽐



1 2) 检验仿写者 与Austin 不同单词 ⽤法 的 ⼀致性

Ho : Pij ⼆时 1 ⽤⼩计与 仿 写者检验)

⾃由度( a- 1) ( b - 1 ) = 5

随 <⼼ ⇒拒绝 Ho
,
仿写⼀致性 不⾏

Lecture 1 5

80似然 ⽐检验

eg 掷硬币 ,叫 0
, 正⾯向 上 2次 Hip-o.5.tt/:p=o.7

考虑 Bayers 检检

㸑 = 1酃,
恶𠃍
赢
-_-

似然 ⽐

似然⽐ 灵 ,畿《 时拒绝⼈1。

在不考虑 先验⽐的情况下 , ⽤似然此进⾏检验 , ⽤检验⽔平 ✗ 决定。

Remark
。

当 假设都是简单假设 时 , Neyman Rarson 证明 :

似然⽐检验是最优的 1即功效最⼤ )

当假设不都是简单假设时 ,

似然 ⽐⼀般不最优 , 但表现不错 _

• Ho : 0 EG.tl/:0E , 样本 i i d .

⼴义似然⽐ : 1个 ⼟ 䵹
""

⼀点点⼈ 1 0)

基于技术原因 , ⼼不能直接⽤ , 采⽤检验统计量

悡。⼈⼼^ =
⼤⼼

= min { M ,
1 }

@o@⼆⼈妙
, 可套⽤ MLE计算

⼋ 越⼩ , 则样本越 反对⽐ (
"

极端
"

形式
,越⼩越倾向于 1⼗)



• 临界值检验 出 选择 ⼊。 s.t.TK⼊ 。 1 1⼗) ✗

Remark 。
若 ⽐ 为 真 时 1分布需求 , 则可 直接算ㄗ111班。 1 1-1 0 )

但通常难以计算

定理 在⼀定条件下 (光滑性)
,
-21nA- 712

df-mi-QUQ-d.in 。

⾃由参数的个数 ,

e.g.多项分布 HoiP.io , -,,- R.pk。

各单元观测频数 n.mu

⼈ ( p… 阳 = (!繡不

^ =
⼈ ( 只 , -.- , 只 )
⼀⼀

,

pf-JLCPfi.PK#)-zlogA=-2ljniIn器 ) nln竞 于 x_x 。处 Tgl 。展开 :

北⼭杀 ⼆ 0 + (x_x。 ) + 古⻄北 )
2

= 2 1訫嚓
+ ⽐ x_x。为

= 2点
"

。嘞
K

⼆ 2点- 墘⼀只,
各⾃求和都为 n

=
Ì
_

⼼到
2

i-Eid.im( H 。) = 0
,
H

。
各参数已确定

, 没有⾃由度

dmcao.tk -1 , 全参数空间 , 惨数 ,
1 约束 ,⼼ ) ⾃由度



9
0

两个总体 的 ⽐较

•两个独⽴总体的⽐较

总体 均值 ⽅差 样本

开 M 1
0

1

2
Z
… ,
Zn

µ2 52
2 Y

, -.- ,
Ym

˙ ⽐较均值 E 18平 ) =M -µ 2 , Var ( 8平 ) = # +-

关键在于, ⽤ 中 , 来估计 se (II) TEET

①若 Z
,丫 都正态 ,

5 ,
⾄5
.

2
= 5

2

作古前8-
2

8-#-⼼
~⼼ " " 经古点⼼们

2

点
5= (n- 1)5 7 +(m -1)及

ntm-2

由 ⼼哥 ~

ricn-D.ns_n.in)
,

有mtn_s2~xlm.in-2)

② ⼀般地 ,

2 "机#) -N (0 . 1 )

f-t-E.IE ,丫本身⽆正态性 ,

e.gl⽐较成功率 ns. 失败率 )

Aspirine :

安慰剂 /
病发 未发 合计 发作率

239 10795 11034 o.0217 R

阿司匹林 1 3 9 10898 1 1 0 37 0 0 1 0 6 B

⽤假设检验 HoipFB.tl , :P,𠰴 ( Bernouai 实验 p⇒ ii)

→ 理论值(不刟州到
_
近似 ⼼ 。 ⻔

Varl , 加 1 =
1-
"
+
"⼀"

( sè 卬,
⼀问

⼆ 区 (不经)]
2

统计量 1其观测值



H 。 为真时 , 不 = 13 - p

证 (不召仁 阳》 (f -吉 )
估计阼tkhitnzuvarlR-Py-lo.co 17512
随平2 > 00091-rtt.su) = 10

4

H。 00175

Remark 9随机分布 ,

②
双盲 佯盲

,

③
n充分⼤

˙ ⽐较⽅差

e.g. Z , ㄚ两总体独⽴ , 皆正态 , 样本 iid 为 不 -.- ,不 ,- Y ,
-.- Ym

。

作⽂设⽊⾦验 : Hoi ,
2
= 5

2

2

,
H1:57 522

,

没Wnx
2
( k )

哭2

5~ x
2
( n - 1)

Wz~》 ( K》
"'"2T~xim.DZ独⽴ ,

⼼, 以独⽴ ,

检验统计量 下 ⼟⼆
经 兴

喜
- ~ Fck.kz)

掣晶朢~_
F~Fln-i.mn

n

检验 : F > Filn-i.mu) 或 F < 唇 cnn.mn )

注 : ① 下越⼤ , lpfhe
交换上下分位数 ,

全 i
I

② 下洲""
⼆靠灬 (交换 ⾃由度再取倒数]

g. 某
⼤型 出租⻋公司 ⽐较汽油 A和 13的⾏驶⾥程

将 1 00辆⻋均分为2组

样本容量 平均⾥程 样本标准差

油A 50 25 5
.

00

4。○→ 标准差较⼤ 差异 列 ?
油 13 50

26

⽆法联系起来



H。 MA-MB.tl/:MATB E (8平 ) ⼆

MA-MBVan.cz-_-
御 ( 区咾哭

浒管
Pllzp 1 . 1 ) = 0 . 1 357× 2 = 0

.
2714

-109吵
p > o.05 ,

不拒绝

⇒ 有利于任何 ⼀种汽油的了⼀封居都不充分

改进 同⼀司机 , 不同⽇期分配不同的油

m 。 就够了
,
也 排除了 ⻋况 1驾驶习惯的影响

|
5--50--5两组相关数据轻 油A 油 13 差异

1 27 0 1 26 95 00 6 ⽤差异列检验
2 0.

0 0 2 .
44 - 0 .44

'

! ! ! !

均值 25 . 0 0 的
.
80 - 0

.
60 1 差异列标

鑫品
"

装 齝圝
,

但此时 , 油 A , 油 13两列相关

Ho :

TO.lu#,Eld)=E(Z-T)=Mt-M3=NdFtidi
, 假设 d==7 服从正态分布

.

t-y-g~tcn.DE
没 ⽐ 为真

, 观测值
⼀""
⼀

°
= - 3

.
15_6hlh-ii-6.to

ㄗ值= o . 0 0 6✗ 2 = o.co/zcx= o.05

拒绝 Ho



Remark
。

假设检验不能检验试验设计

100对 显著性的思考

II)统计显著 ⼀ 实际 显著 : ⼩差异架不住样本多

1 2)数据窥探, 先看数据 后 定准则

13)检验不能检验原因



未尽话题

I. 抽样理论

2. 随机过程

了
。 随机模拟 {Mc

Bootstrap

4 线性模型

5. ⽅差分析与 实验设计 ( Fisher的作品 )

6
,

假设检验的深⼊理论

7. ⾮参数统计

荐书 ⼈ Larry Wasterman 统计学完全教程

② 现代⾮参统计

2.BEfron.IT Hastie : ①计算机时代的 统计推断


