
试验 样本空间 随机变量 像集 (新样本空间)

随机调查  ⼈对某议题⽀持与否  的个数
随机抽取⼀个北京市成年公⺠ 所有北京市成年公⺠之集  其  年的收⼊

Chap 2 随机变量随机变量  
1 1 维随机变量  

定义(随机变量)  样本空间上的实值函数.

例

定义(事件)  , .

注
概括作⽤: 提供了试验结果的数值摘要;
事件 v.s. 变量, 静态 v.s. 动态.

分类
离散型: ⾄多可数个取值;
连续型: 区间型取值 (定义不严格);
其他.

定义  , 令  表⽰  在  下的原像集, , 例如

定义 

可测

需要 , ⼀般记  为 .

定义(累积分布函数)(CDF) 

我们有

性质



, 单调增(未必严格);
, ;

右连续 (  若定义 , , 则有  左连续).
注

随机要素体现在样本点  的不确定性;
随机变量的直观意义往往出现在样本空间的直观意义之前;

辨析 

第 次抛硬币正⾯向上
第 次抛硬币正⾯向下

其中 . 那么  的样本空间为
正正 正反 反正 反反

因为随机变量可视作函数, 需要满⾜定义域相同, 因此 ,  的定义域同上.

注
, , ,  为随机变量, 其中 ,  样本空间相同;

需要有 , 从而  有意义.
定义(同分布)   的 CDF 分别为 , 那么

同分布 可测

注
 同分布 .

考虑掷⼀次硬币,   正⾯向上的次数,  反⾯向上的次数, 这两个随机变量是同
分布的.
随机变量是函数!

2 离散型随机变量  

定义(概率质量函数)(PMF) 

注
;

CDF 为阶梯函数.
定义(期望与⽅差) 



我们有

注
算数均值即期望:

期望存在  ;

;

 为随机变量  的分布的特征, 分别刻画了随机变量的集中趋势和分散程
度.

3 常⻅离散分布  

定义(Bernoulli 分布)

事件成功
事件不成功

记为 . 我们有

定义(⼆项分布)

记  为  次独⽴ Bernoulli 试验的成功次数. 满⾜

记为 . 我们有

定义(Poisson 分布)

满⾜



记为 . 我们有

例  观察时间  某路口发⽣的交通事故数 .

.

 充分⼤.

假设:

 上⾄多发⽣⼀起事故;
 上恰发⽣⼀次事故的概率 , 与时⻓成正⽐;

 各段相互独⽴.
此时

当

注
若 ,  很小,  很⼤,  不太⼤, 则 , .
误差最多为 .
Poisson 分布多⽤于⼀定时间或空间内小概率事件发⽣次数的场景.

例  某医院平均每小时出⽣婴⼉  名, 接下来  小时出⽣婴⼉数的分布.

解答  我们有

其中  为均值.

注  Bernoulli 试验不独⽴, 但弱相依条件下仍为较好近似.

例(配对问题)

解答  弱相依条件下:

恰有  个⼈拿到⾃⼰的帽⼦的概率:



常规解答
设  指定的  个⼈拿到了⾃⼰的帽⼦.

设  其余的  个⼈未拿到⾃⼰的帽⼦.

我们有:

进而有:

4 连续随机变量  

定义(概率密度函数)(PDF)  若存在 , 使得  可测, 都有

则称  为连续型随机变量,  为  的概率密度函数 (PDF).

性质
;

;
;

, 要求  在  处连续;
 连续,  (  在  处连续);

PDF 与 PMF 实质上可以统⼀; PDF 若存在, 则不唯⼀.
定义(期望与⽅差)

我们有

约定   存在  .

注
 存在  ;



⼀般地, .

5 常⻅连续分布  

定义(连续分布)

其他情况

记为 . 我们有

注   称为随机数.

定义(正态分布)

记为 . 我们有

注
;

 标准正态;
经验法则.

定义(指数分布)

记为 . 我们有

注
有的软件取参数为 ;

通常刻画寿命或等待时间.
例  观察到有婴⼉出⽣, 接下来  小时有婴⼉出⽣的概率为?

解答



这是⼀个 Poisson 过程, 数量是 Poisson 分布, 间隔是指数分布.

定义  假设  连续, 其 CDF 为 , 满⾜ . 考虑

视为年龄为  的元件失效的条件概率密度 (瞬时失效率/危险率).

注
令 ;

若 , 则 ,⽆⽼化假设

  ;⽆记忆性

改进 , 则  Weibull 分布.

6 随机变量的函数  

定义   

例  .

解答
给定

那么有 , .

例   连续, 其 PDF 为 , 且 .

解答   , 我们有



其中   的 PDF 为 .

例  , 且 .

解答    的 PDF 为

这是⾃由度为  的 Chi-Square 分布 .
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