
Chap 3 联合分布联合分布  
1 随机向量  

定义(随机向量)  我们称

为随机向量, 当  均为随机变量.

定义(联合 CDF)

注  若 , 需扩充 .

2 离散分布  

定义(离散型随机向量) 

为离散型 为离散型

定义(概率质量函数)(PMF)

注  .

定义(多项分布)  若  为互斥事件, 且 . 其发⽣的概率为 , 且 

. 满⾜

其中  为多项式系数.

3 连续分布  

定义(联合 PDF)  若存在 , 使得  可测, 都有

则称  为连续型,  为  的概率密度函数 (PDF).



注
;

以  为例, ;

.

定义(连续分布)(矩形域)

定义(⼆元正态分布)

其中 . 

上式中  的指数可视为 , 其 Cholesky 分解为

注
 的等值线图像为椭圆;

 的意义?

4 边际分布  

定义(边际 CDF)

连续型
 时

 时



离散型
 时

例(容斥原理)

定义(边际 PDF)

 的边际 PDF 为

例  ⼆元正态分布 .

解答

因此 . 同理 .

注  联合分布可确定边际分布, 边际分布不可确定联合分布.

5 条件分布 (以  为例)  

定义(离散型条件分布)  , .

注  .

定义(连续型条件分布)   的 PDF 为 .



定义(条件密度函数)

令 , 定义条件密度函数:

 条件密度函数  为 PDF.

注
;

(乘法法则)  ;
(全概率公式)  ;

(Bayes 公式)  .

例  ⼆元正态分布.

解答  注意到

即当  时, .

6 独⽴性  

定义(独⽴性)   的 CDF 为 , 边际 CDF , . 若

则称  相互独⽴.

注  ,  独⽴ , 其中  为 PDF/PMF.

定义   相互独⽴ 



注   独⽴ , 其中  为 
PDF/PMF.

定理
, 则  独⽴.

 独⽴, , 则 ,  独⽴.

7 随机向量的函数  

定义   

例   独⽴, .

解答

那么有 

例   连续, , 其联合 PDF 为 , 且 .

解答  注意到 ,

故  的 PDF 为

定义(密度函数变换法)   的联合 PDF 为 ,  可微可逆, 满⾜



那么

其中

故  的 PDF 为

例   连续, , 其联合 PDF 为 , 且 .

解答
令 , 则 . 故  的 PDF 为

其中

那么  的 PDF 为

注
若  独⽴, 则

若 , 则 

注  三⼤分布: Chi-Square 分布 , , .
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