
Chap 4 随机变量的数字特征随机变量的数字特征  
1 期望  

定义(期望) 

注
存在  绝对收敛;
(Lebesque-Stieltjes 积分)  ⼀般定义: ;

集中趋势的⼀种刻画;
.

性质

(线性性质)  ;

若  独⽴, 则 .

2 分位数  

定义(中位数)   连续, 若 , 则称  为  的中位数.

注
;

;

中位数不⼀定唯⼀.
定义(中位数)  若  且 , 则称  为  的中位数.

定义(下侧 分位数)

, 若  且 , 称  为  的下侧 分位数.

注
若  连续, 则 ;

 为⼀个  分位数.



注
中位数也是集中趋势的⼀种刻画;
众数 (⽅便定义:  的最⼤值点).

3 ⽅差  

定义(⽅差与标准差)  给出定义:

注  刻画了数据的集中程度.

性质
;

;
;

.
注  定义变异系数 .

4 协⽅差与相关系数  

定义(协⽅差) 

注
;

;
;

.
定义(协⽅差矩阵)  对  我们有协⽅差矩阵

注  ⽅差矩阵: 

定义(相关系数)



定理
若  独⽴, 则 , 称为  不相关.
联合正态的特殊情况, 不相关可推出独⽴.

, 等号成⽴当且仅当  使得 .
证明  给出引理 Schwartz 不等式: 

取等当且仅当  使得 . 取 .

注
, 则 ;

 (不相关)  独⽴;

如 ,  不相关但是不独⽴.

相关系数为线性相关系数.

例  , 则

5 矩  

定义(矩)  称

为  关于  点的  阶矩. 特别地,  对应原点矩,  对应中⼼矩.

注
 1 阶原点矩, 0  1 阶中⼼矩;

 2 阶中⼼矩;
定义(偏度系数)

称为 3 阶标准矩.

注
0  1 阶标准矩, 1  2 阶标准矩.



 表⽰负偏,  表⽰正偏, 刻画⾮对称程度;
相⽐于 5 阶及以上的奇数阶矩, 3 阶矩的计算相对简单, 噪声影响较小;
不是唯⼀的刻画偏度的特征数.

定义(峰度系数)

称为 4 阶标准矩.

注
正态分布的峰度  3, 超额峰度 ;

 尖峰厚尾;
没有⼀个数字特征能完美刻画尾部形.

6 矩⺟函数  

定义(矩⺟函数)

若  在  的某个邻域内存在, 则称  为  的矩⺟函数. 否则称  的
矩⺟函数 MGF 不存在.

例  .

解答

例  .

解答

性质
;
, 则 .

例  .



解答

性质(矩⺟函数确定矩)

证明

⼜因为

⽐较系数即得.

例  .

解答

可得

性质(矩⺟函数确定分布)

若  , 使得 , , 则 ,  同分布.

例  .

解答   离散, 设 , 我们有



可得分布

例  , .

解答  注意到

令

这是⼀个同矩不同分布的例⼦.

性质(独⽴随机变量和的分布)

若 ,  独⽴, 则 .

证明  注意到

例   独⽴正态, 则  正态.

解答  考察 , 其中 . 那么

进而得到

注
若  为有限数;
若  为随机变量, 与  独⽴.

注



 的 MGF 为:

特征函数 

7 条件期望  

定义(条件期望)

我们称  为新的随机变量 , 是  对  的回归函数.

例  , 则 .

例  甲⼄两种同类产品, 评价使⽤寿命为 10 年, 15 年, 市场占有率为 60%, 40%. 随机购买⼀件
产品, 求期望寿命?

解答  为  年.

若记  为产品类型,  为产品寿命, 则上式可写成

不同取值分层平均并加权.

定义(全期望公式)

证明  以连续型为例:



从而有

注  ⼀般地, .

定理(均⽅最优预测)

称为均⽅误差 MSE 下的最优预测.

证明

因此

 两边对  取均值, 可得

注
 依赖  的联合分布 (不易获取);

转而求最优线性预测:

最⼩⼆乘法
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