
Chap 6 参数估计参数估计  
引⼊  检测某⼚⼀⼤批电⼦元件寿命指标是否合格.

总体
所需检测的电⼦元件寿命;
统计分析问题中研究的对象全体的某个数字特征 .
元件寿命的分布;
变量  的分布.

统计总体  ⼀个概率分布.

注
有限总体;
⽆限总体.

统计模型
⼀族概率分布;
参数模型 (正态模型);
⾮参数模型.

样本
, 其中  来⾃总体 ,  为样本容量;

获取⽅式:

试验;
观察 (完全 / 不完全).

简单随机抽样
总体个数  有限;
⽆放回;
容量为  的样本抽取出来的概率为 .

随机样本
 独⽴同分布, 例: 有放回 / 近似有放回 ( ).

统计量
 - 完全由样本决定, 是⼀种数据简化⽅式.

样本均值



样本⽅差 

统计推断
总体为因, 样本为果;

总体决定样本, 样本推断总体;

经典⽅法 (频率) v.s. Bayes⽅法.

例  .

求 .  (模型推断 参数估计)
已知 , 观测到 , 求  (变量推断)

例  元件寿命.

假设 , 求  (参数估计)
假设合格标准 , 需建⽴可操作的检验标准: ,  未知, 求  (假设检
验)

1 矩估计  

定义(样本矩)   独⽴同分布, 定义其  阶原点矩:

其  阶中⼼矩:

例  . 考虑其均值、⽅差对应的样本矩.

解答

例  . 考虑其均值、⽅差对应的样本矩, 并给出  的矩估计.

解答



我们通常使⽤低阶矩进⾏估计.

2 极⼤似然估计 (MLE)  

定义(似然函数)  假设  的联合分布  (PMF\PDF), 其中  为参数. 
对于观测  的似然函数为

注
具体观测数据通常记为 , 视为  的具体的实现值;

离散情形下,  为出现  的概率;

若  独⽴同分布, 总体分布为  (PMF\PDF), 那么

例   独⽴同分布, 其中 ,  未知. 考虑观测的似然函数.

解答

定义(MLE)  定义  的 MLE 为

其中 .

解答续  考虑⽅程组

解得



经验证  为  的 MLE.

注   (MLE 的不变性).

例  随机变量  独⽴同分布,  未知. 求  的 MLE.

解答

其他

我们得到

例  总体 PDF 为 ,  (Cauchy 分布).

解答
⽆矩  ⽆矩估计;
似然⽅程 , 不易求解;

合理估计,  为样本中位数.

3 优良性准则  

定义(⽆偏性)  定义  为  的估计量 (随机变量). 我们称⼀个估计  的偏差 
(Bias):

若 , , 则称  为  的⼀个⽆偏估计量.

注
⼀般地, ,   为  的⽆偏估计;
⽆偏  ⽆系统偏差;

;
⽆偏

⽆偏性的重要性视情形而定.
例  , .

解答
 为  的⽆偏估计;

;

.



例  .

解答
矩估计 ;
MLE ;
计算可得 .

注  MLE 可也能是有偏的 (本例中即为系统偏小).

定义(均⽅误差准则)  定义⼀个估计  的均⽅误差 (MSE):

其中  代表着精确度,  代表着准确度.

定义  假定 ,  均为  的⽆偏估计, 若

且

则称在均⽅误差意义下  优于 .

例  .

解答  

注  有时也可称为“有效性准则”.

定义  假定  为  的⽆偏估计, 若对任意  与  的⽆偏估计 

则称  为最小⽅差⽆偏估计 (MVUE).

例  .

解答  由于

因此计算可得



这是⽤低偏差换了⽅差.

定义
 的分布称为抽样分布;
 的标准差称为标准误差, 记为 .

定义(⼤样本性质)  估计量  当  时的性质.

定义(渐进⽆偏性)  有 ;

定义(相合性)  若 , 有 , 则称  为  的⼀个相合估计, 即 .

WLLN   是  的⼀个相合估计;
相合性是良好点估计的⾃然要求.

例  我们得到

进而有

定义(渐进正态性)   (渐进正态估计).

;近似

CLT  为  的⼀个渐进正态估计, .

4 置信区间 (Condifence Interval)  

定义(置信区间)  , , 有 , 其中 , 使得

则称  为  的  置信的区间估计 (双侧).

注



 通常取为 , , ;
置信 (⽔平、系数、度) 是针对⽅法的;
可靠性优先原则 (先保证 ), 再尽量提升精度 (通常⽤  
刻画).

例  , 已知 , 给出  的  置信区间估计.

解答  注意到

其中  为  的上侧  分位数. 因此所求  置信的区间估计为

注
若 , 则 ;

若⽤  估计 , 则有  置信, 误差绝对值 ;

给定 , 则  时, 有  置信, 误差绝对值 .

例  , 未知 , 给出  的  置信区间估计.

解答  注意到

注意到 ,  相互独⽴, 由陈书 可得

即

因此



其中  为  分布上侧  分位数, 所求  置信区间估计为

注  ,  成为枢轴变量.

例  , 未知 , 给出  的  置信区间估计.

解答  注意到

因此所求  置信区间估计为

注  我们有

例  ,  相互独⽴, 未知 , , , 给出  的  置信区
间估计.

解答  设 ,  为随机样本,  为  的样本⽅差,  为  的样本⽅差, 则

因为

记



从而得到

也即

这是我们⽤到的枢轴变量, 所求  置信区间估计为

其中 .

定义(渐进置信区间)  通过⼤样本⽅法进⾏区间估计.

例(选举问题)  真实⽀持率  未知, , 观测⽐例 . 给出  的⼀个  置
信的区间估计.

解答   iid (近似有放回, ). 我们有

因此

由 CLT, 得到

 ⽤  来估计 . 由 CLT, 得到
近似

其中 , 区间估计为 .

 ⽤  来估计 . 

实际上, 我们有



由 CLT, 得到
近似

 ⽤  的最⼤值来估计 . 由 CLT, 得到
近似

注  近似分布情况下, 置信度 , 近似程度取决于  及总体分布.

定义(利⽤ MLE 构建置信区间)

总体分布  满⾜⼀定的光滑性条件, 存在 , 使 .

定义(Fisher 信息量)   iid, 其 PDF 为 . 定义对数似然函数

定义

注意到

因此

由极⼤似然估计的定义, 我们有



研究上式分⼦: 设随机变量 , 那么

从而

研究上式分⺟: 

注意到

因此

结合上述讨论可得

近似

近似

这说明可以取  或 .

例(选举问题)  真实⽀持率  未知, , 观测⽐例 . 给出  的⼀个  置
信的区间估计.

解答续  注意到 ,  的 MLE 为 . 有似然函数



Fisher 信息量为:

得到  或 . 这与前例  完全⼀致.

例(两总体)  ,  独⽴, 参数未知. 估计 .

解答  得到

因此
近似

5 Bayes 估计  

定义(Bayes 估计)

在搜集数据之前, 对参数  有先验知识, 可⽤⼀个概率分布来刻画 (先验分布).

 — 随机变量,  —   的实现值.

 — 试验观测,  — 具体观测结果.

 — 先验分布,  — 搜集的样本分布.

更新先验分布为后验分布:

其中

可通过后验期望或后验众数得到 Bayes 估计值.

例  投掷硬币, 正⾯向上的概率为  (未知). 抛  次观测到  次正⾯向上.

解答  对  的先验认知:  (Bayes 法则). 此时有 , .

令  次试验正⾯向上的次数, 给定  时, . 即



故  的联合分布为 

得到

进而

注意到这恰好为  的 PDF.

后验均值估计值为

后验众数估计值为  的最⼤值点

注  

若 , , 后验分布服从 .
此时 , 而  基本不可能.

注(合理的点估计)

后验众数;
后验均值.

注(先验分布选取) 

本问题先验分布服从 , 后验分布服从 ;
⼀般地, 先验分布服从 , 后验分布服从 .

定义(Bayes 区间估计)  得到参数  的后验分布 , 给定观测值  和实数 , 
若对参数  的任意可能取值, 都成⽴

则称  为  的  置信的 Bayes 区间估计.



注
最⼤后验区间 (⼀般单峰);
等尾可信区间.

例  ,  已知, 给出  的  置信的 Bayes 区间估计.

解答  取  的先验分布 , 有后验分布为 .

进⼀步可得

得到所求 Bayes 估计区间为

6 Review  

6.1 样本  

 为样本, 通常为 iid.
 为统计量.

样本分布:  (PDF\PMF).
抽样分布:  的分布.
标准误差: .

6.2 经典估计的优良性  

 固定: ⽆偏性 & 有效性 (MSE 的分解)
: 渐近⽆偏 & 相合性 (WLLN ⼀致性) & 渐近正态性 (CLT)

6.3 置信区间  

.
.

置信 (⽔平、系数、度) 是针对⽅法.
枢轴变量:  表⽰分布可⽤.

6.4 置信区间 v.s. Bayes 区间  

(置信区间) 对具体的样本观测值 , 代⼊  得到具体区间.



(Bayes 区间) 对具体的样本观测值 , 代⼊  得到具体区间.

6.5 ⼩样本⽅法 v.s. ⼤样本⽅法  

精确分布 v.s. 近似分布
6.6 Fisher 信息量  

近似

或
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