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前言

作者于 2022-2023学年秋季学期上了唐宏岩老师的概率论与数理统计课程，一学期颇受折磨，但是
唐老师教学水平高超、教学内容丰富，若是用心理解钻研，确实会学到不少东西。前几天刚刚考完期末
考试，想着可以趁着得闲将一学期所学知识精简整理，希望可以对以后选修概率论与数理统计课程（不
局限于唐老师）的同学有一点微薄的帮助。
除了本人笔记外，此文档也参考了 lambda 的听课笔记以及 2099 的初概复习讲义进行整理归纳，

特此致谢。

一、常用的计算恒等式

指数函数的级数求和表示

ex =

∞∑
n=0

xn

n!

与二项分布相关的常见积分

∫ +∞

−∞
e−

x2+a2

2 dx =
√
2πe−

a2

2

∫ +∞

−∞
e−

(x+a)2

2σ2 dx =
√
2πσ

与 Gamma 函数相关的计算式

∫ 1

0

ua−1(1− u)b−1du =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
,Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−tdt
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组合数相关恒等式

k

(
n

k

)
= n

(
n− 1

k − 1

)
k2

(
n

k

)
= n

(
n− 1

k − 1

)
+ n(n− 1)

(
n− 2

k − 2

)
n∑

k=0

(
n

k

)
pkqn−k = (p+ q)n

另外，打好微积分和线性代数的基础、掌握这两门数学基础课中的一些思想对概统的学习非常重
要。

二、事件的概率

1. 事件和与差的概率

P (A+B) = P (A) + P (B)− P (AB), P (A−B) = P (A)− P (AB)

对于事件和的概率推广到一般性，我们有

P

(
n∑

i=1

Ai

)
=

n∑
r=1

(−1)r+1

ik∈{1,··· ,n}∑
i1<i2<···ir

P

(
r∏

k=1

Aik

)

2. 条件概率

P (A|B) =
P (AB)

P (B)
, P (AB) = P (B)P (A|B)

P (B|A) = P (B)P (A|B)

P (A)

P (A) = P (B)P (A|B) + P (B)P (A|B)

3.Bayes 公式

设 Bi, i = 1, 2, · · · , n 为全事件 Ω 的一个划分，则有求解条件概率的贝叶斯公式：

∀i, P (Bi|A) =
P (Bi)P (A|Bi)∑n
j=1 P (Bj)P (A|Bj)

三、随机变量及其分布

如无特殊说明，本节涉及的 F (x) 均表示随机变量 X 的 cdf，f(x) 表示随机变量 X 的 pmf/pdf，
E(X) 表示随机变量 X 的期望，V ar(X) 表示随机变量 X 的方差。
首先，我们有

∑∞
i=1 f(x) = 1（离散）或

∫
R f(x)dx = 1（连续）。这是由 pmf 和 pdf 的定义保证的。

2



1. 常见的离散分布

Bernouli 分布（两点分布）

若随机变量 X 满足

X =

{
1, p

0, 1− p
, p ∈ (0, 1)

则称 X 服从概率为 p 的 Bernouli 分布，记作

X ∼ B(p)

我们有
E(X) = p, V ar(X) = p(1− p)

二项分布

二项分布其实说明了 n 次独立的 Bernouli 实验的成功次数。记 X 为这一次数，我们有

P (X = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, · · · , n

则 X 服从二项分布，记作
X ∼ B(n, p)

我们有
E(X) = np, V ar(X) = np(1− p)

Poisson 分布

若随机变量 X 满足

P (X = k) =
λk

k!
e−λ, λ > 0, k ∈ N

则称 X 服从参数为 λ 的 Poisson 分布，记作

X ∼ P (λ)

我们有
E(X) = V ar(X) = λ

Remark：二项分布可以用 Poisson 分布来近似。具体来说，若 X ∼ B(n, p)，则可以近似认为
X ∼ P (λ)，其中参数 λ = np。当 p 很小，n 很大，λ 不太大时，近似的效果很好，其误差上限为
min{p, np2}。
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2. 常见的连续分布

均匀分布

若随机变量 X 的 pdf 为

f(x) =

{
1

b−a
, x ∈ [a, b]

0, otherwise

则称 X 服从区间 [a, b] 上的均匀分布，记作

X ∼ U(a, b)

我们有
E(X) =

a+ b

2
, V ar(X) =

1

12
(a− b)2

Remark：X ∼ U(0, 1) 通常称为随机数。

正态分布

若随机变量 X 的 pdf 为
f(x) =

1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 , x ∈ R

则称 X 服从正态分布，记作
X ∼ N(µ, σ2)

我们有
E(X) = µ, V ar(X) = σ2

Remark1：N(0, 1) 称为标准正态分布。
Remark2：正态分布标准化：

X ∼ N(µ, σ2) ⇔ Y =
X − µ

σ2
∼ N(0, 1)

指数分布

若随机变量 X 的 pdf 为

f(x) =

{
λe−λx, x > 0

0, x ≤ 0
, λ > 0

则称 X 服从指数分布，记作
X ∼ Exp(λ)

我们有
E(X) =

1

λ
, V ar(X) =

1

λ2

Remark：此时随机变量 X 的 cdf 为

F (x) =

{
1− e−λx, x > 0

0, x ≤ 0
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Beta 分布

若随机变量 X 的 pdf 为

f(x) =
Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)
xa−1(1− x)b−1, 0 ≤ x ≤ 1

其中

Γ(x) =

∫ +∞

0

e−ttx−1dt

则称 X 服从 Beta 分布，记作
X ∼ Beta(a, b)

我们有
E(X) =

a

a+ b
, V ar(X) =

ab

(a+ b)2(a+ b+ 1)

Remark：Gamma 函数有如下性质：

Γ(x+ 1) = xΓ(x)

利用 Gamma 函数的定义以及分部积分法易证。

卡方分布

设随机变量 Xi(i = 1, 2, · · · , n) 相互独立，且 Xi ∼ N(0, 1)，设随机变量 Q =
n∑

i=1

X2
i，则有 Q 服

从自由度为 n 的卡方分布，记作
Q ∼ χ2(n)

3. 随机变量的函数

设 X 为一个随机变量，g(x) 为在 X 取值范围内有定义的函数，若随机变量 Y = g(X)，则称 Y

为随机变量 X 的函数。

pdf 公式推导

令 X 为连续型随机变量，其 pdf 为 f(x)，假设 g(x) 为严格单调可微函数，则 Y = g(X) 的 pdf
为

fY (y) =

{
f(h(y))h′(y), α ≤ y ≤ β

0, otherwise

其中
α = min{g(−∞), g(+∞)}, β = max{g(−∞), g(+∞)}, h(x) = g−1(x)

利用分布函数的定义易证。
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典例

对数正态分布的概率密度函数。设随机变量 Y > 0，X = lnY ∼ N(µ, σ2)，则 Y 的 pdf 为

f(y) =

 1√
2πσy

e−
(ln y−µ)2

2σ2 , y > 0

0, y ≤ 0

四、联合分布

本节研究的对象为随机向量：
(X1, · · · , Xn),Ω → Rn

随机向量的每个分量都是同一个 Ω 上的随机变量。大部分时候主要研究二元分布，此时的随机向
量记为 (X,Y )，联合 cdf 记为 F (x, y)，联合 pdf 记为 f(x, y)。
设 n 元分布的 pdf 为 f(x1, x2, · · · , xn)，由概率的定义，我们首先有∑

x∈Rn

f(x) = 1

或者 ∫
Rn

f(x1, x2, · · · , xn)dx1dx2 · · · dxn = 1

1. 常见的联合分布

多项分布

设某个随机试验有 n 个互斥的可能结果：A1, A2, · · · , An，{Ai} 是全事件 Ω 的一个划分，Ai 发生
的概率是 pi，Ai 出现的次数为 Xi。设

∑n
i=1 ki = N，N 为总实验次数，则我们有

P (X1 = k1, · · · , Xn = kn) =

(
N

k1, · · · , kn

) n∏
i=1

pki

i

其中 (
N

k1, · · · , kn

)
=

N !∏n
i=1 ki!

二元均匀分布

pdf 为

f(x, y) =

{
1

(b−a)(d−c)
, (x, y) ∈ (a, b)× (c, d)

0, otherwise
Remark：二元分布又被称为矩形分布。

二元正态分布

(X,Y ) ∼ N(µ1, µ2, σ
2
1 , σ

2
2 , ρ)，其中 |ρ| < 1，则 (X,Y ) 服从二元正态分布，其联合 pdf 为

f(x, y) =
1

2πσ1σ2

1√
1− ρ2

exp
{
− 1

2(1− ρ2)

[(
x− µ1

σ1

)2

+

(
y − µ2

σ2

)2

− 2ρ
x− µ1

σ1

y − µ2

σ2

]}
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2. 边际分布

边际分布的 cdf

我们考虑随机向量 (X1, X2, · · · , Xn)，则我们定义 Xi 的边际 cdf：

Fi(x) := P (Xi ≤ x) = P (Xi ≤ x, ∀j ̸= i,Xj ∈ R)

一般研究二元分布 (X,Y )，设联合 cdf 为 F (x, y)，则我们有 X 的边际 cdf 为

FX(x) :=P (X ≤ x)

=P (X ≤ x,−∞ < y < +∞)

= lim
y→+∞

P (X ≤ x,−∞ < Y ≤ y)

= lim
y→+∞

F (x, y)

Y 的边际 cdf 可以类似得到。

边际分布的 pdf

边际分布描述了随即向量每个分量单独的分布情况。此处以连续型二元分布 (X,Y )为研究的对象。
设 (X,Y ) 的联合 pdf 为 f(x, y)，由上面对边际 cdf 的讨论，我们有

FX(x) = lim
y→+∞

F (x, y) =

∫ x

−∞

∫
R
f(t, y)dydt

我们熟知，随机变量 X 的 cdfF (x) 与 pdff(x) 之间有如下关系：

F ′(x) = f(x)

则对上面得到的式子对 x 求导，我们有

fX(x) =

∫
R
f(x, y)dy

这就是 X 的边际 pdf。同理我们得到 Y 的边际 pdf 为

fY (y) =

∫
R
f(x, y)dx

典例

我们设随机向量 (X,Y ) ∼ N(µ1, µ2, σ
2
1 , σ

2
2 , ρ)，则我们有如下结论：

fX(x) =
1√
2πσ1

e
− (x−µ1)2

2σ2
1 , x ∈ R

也即
X ∼ N(µ1, σ

2
1)

同理，我们可以得到
Y ∼ N(µ2, σ

2
2)

结论的推导对二元正态分布的联合 pdf 直接单侧积分即可，读者可以检验自己的微积分水平（逃）。
Remark：联合分布可以确定边际分布，但是反之未必成立。
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3. 条件分布

条件分布描述了在一些分量的值已经确定的情况下，随机向量中另外的分量的分布情况。绝大部
分时候，我们仅仅以二元随机向量 (X,Y ) 为研究对象。

离散型随机向量

我们设
P (X = ai, Y = bj) = pij ,

∑
i,j

pij = 1

则我们有

P (X = ai|Y = bj) =
P (X = ai, Y = bj)

P (Y = bj)
=

pij∑
k pkj

Remark： ∑
i

P (X = ai|Y = bj) = 1

连续型随机向量

我们设 (X,Y ) 的 pdf 为 f(x, y)，则我们有

P (X ≤ x|y ≤ Y ≤ y + dy)

=
P (X ≤ x, y ≤ Y ≤ y + dy)

P (y ≤ Y ≤ y + dy)

=

∫ x

−∞

(∫ y+dy
y

f(s, t)dt
)

ds∫ y+dy
y

fY (s)ds

对 x 求导可以得到 X 此时的条件概率密度为

fX(x|y ≤ Y ≤ y + dy) =
∫ y+dy
y

f(x, t)dt∫ y+dy
y

fY (s)ds

令 dy → 0，我们可以得到

fX(x|Y = y) =
f(x, y)

fY (y)

于是可以定义 X 的条件密度函数：

fX(x|y) := f(x, y)

fY (y)

类似地，我们有

fY (y|x) :=
f(x, y)

fX(x)
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典例

设 (X,Y ) ∼ N(µ1, µ2, σ
2
1 , σ

2
2 , ρ)，则根据条件分布的定义，简单计算可得

fY (y|x) =
1√
2πσ2

1√
1− ρ2

exp

−

[
y −

(
µ2 + ρσ2

σ1
(x− µ1)

)]2
2(1− ρ2)σ2

2


也即当 X = x 时，我们得到 Y 的分布：

Y ∼ N

(
µ2 + ρ

σ2

σ1

(x− µ1), (1− ρ2)σ2
2

)

4. 条件分布下的全概率公式

X 离散，Y 离散

P (X = xi) =
∑
j

P (X = xi|Y = yj)P (Y = yj)

X 离散，Y 连续

P (X = xi) =

∫
R
P (X = xi|Y = y)fY (y)dy

X 连续，Y 离散

fX(x) =
∑
i

fX(x|yi)P (Y = yi)

X 连续，Y 连续

fX(x) =

∫
R
f(x, y)dy =

∫
R
fX(x|y)fY (y)dy

5. 条件分布下的 Bayes 公式

X 离散，Y 离散

P (Y = yi|X = xi) =
P (X = xi|Y = yi)P (Y = yi)

P (X = xi)
=

P (X = xi|Y = yi)P (Y = yi)∑
j P (X = xi|Y = yj)P (Y = yj)

X 离散，Y 连续

P (Y = y|X = xi) =
P (X = xi|Y = y)fY (y)

P (X = xi)
=

P (X = xi|Y = y)fY (y)∫
R P (X = xi|Y = y)fY (y)dy
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X 连续，Y 离散

P (Y = yi|X = x) =
fX(x|yi)P (Y = yi)

fX(x)
=

fX(x|yi)P (Y = yi)∑
i fX(x|yi)P (Y = yi)

X 连续，Y 连续

fY (y|x) =
fX(x|y)fY (y)

fX(x)
=

fX(x|y)fY (y)∫
R fX(x|y)fY (y)dy

6. 随机向量分量之间的独立性

设随机向量 (X,Y ) 的 cdf 为 F (x, y)，若 F (x, y) = FX(x)FY (y)，则称 X,Y 独立。
Remark：X,Y 独立 ⇔ f(x, y) = fX(x)fY (y), ∀x, y ∈ R

五、多个随机变量的函数

设有 n 个随机变量 Xi, i = 1, 2, · · · , n，函数 g(x1, x2, · · · , xn) 为 n 元函数，设有随机变量 Y，满
足 Y = g(X1, X2, · · · , Xn)，则称 Y 为随机变量 X1, X2, · · · , Xn 的函数。本节主要研究 Y 的相关性质。

1. 随机变量的和的分布

相互独立的二项分布的和

设 Xi ∼ B(ni, p)，i = 1, 2，X1, X2 独立，设 Y = X1 +X2，则有结论：

Y ∼ B(n1 + n2, p)

Remark：利用二项分布的概率表达式，对其中一个变量进行求和即可。也即利用

P (Y = k) = P (X1 +X2 = k) =
k∑

k1=0

P (X1 = k1)P (X2 = k − k1)

相互独立的 Poisson 分布的和

设 Xi ∼ P (λi)，i = 1, 2，X1, X2 独立，设 Y = X1 +X2，则有结论：

Y ∼ P (λ1 + λ2)

二元正态分布分量的和

设 (X1, X2) ∼ N(µ1, µ2, σ
2
1 , σ

2
2 , ρ)，则有

X1 +X2 ∼ N(µ1 + µ2, σ
2
1 + σ2

2 + 2ρσ1σ2)
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2. 随机变量的商的分布

设 (X1, X2) 有联合 pdff(x1, x2)，设 Y =
X2

X1

，其中 X1 > 0，研究 Y 的分布。

根据定义，对 ∀y，我们有

P (Y ≤ y)

=P

(
X2

X1

≤ y

)
=P (X2 ≤ yX1)

=

∫∫
x2≤yx1

f(x1, x2)dx1dx2

=

∫ +∞

0

(∫ yx1

−∞
f(x1, x2)dx2

)
dx1

x2=tx1======

∫ y

−∞

(∫ +∞

0

x1f(x1, x1t)dx1

)
dt

对 y 求导，得到 Y 的 pdf 为

l(y) =

∫ +∞

0

x1f(x1, x1y)dx1

3. 其他特殊分布

t 分布

设随机变量 X ∼ N(0, 1)，随机变量 Y ∼ χ2(n)，设随机变量 Z =
X√
Y
n

，则有 Z 服从自由度为 n

的 t 分布，记作
Z ∼ t(n)

F 分布

设随机变量 X ∼ χ2(n1)，随机变量 Y ∼ χ2(n2)，设随机变量 F =
X
n1

Y
n2

，则有 F 服从自由度为 n1

和 n2 的 F 分布，记作
F ∼ F (n1, n2)

3. 密度函数变换法

设随机向量 (X1, X2) 有联合 pdff(x1, x2)，设 (Y1, Y2) = (g1(X1, X2), g2(X1, X2))，且该变换可逆
可微，也即 ∃h1, h2，使得 (X1, X2) = (h1(Y1, Y2), h2(Y1, Y2))，则 (Y1, Y2) 的联合 pdf 为

f(h1(y1, y2), h2(y1, y2)) |det J |

其中矩阵 J 为变换的 Jacobi 矩阵，也即

J =
∂(h1, h2)

∂(y1, y2)
=

[
∂h1

∂y1

∂h1

∂y2

∂h2

∂y1

∂h2

∂y2

]
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典例

设 (X1, X2) 的 pdf 为 f(x1, x2)，利用密度函数变换法求 Y = X1 +X2 的 pdf。
我们令

Y = X1 +X2, Z = X1

则有逆变换为
X1 = Z,X2 = Y − Z

对应的 det J 为 ∣∣∣∣∣0 1

1 −1

∣∣∣∣∣ = −1

则 Y, Z 的联合 pdf 为
l(y, z) = f(z, y − z)| − 1| = f(z, y − z)

Y 的 pdf 为
lY (y) =

∫
R
l(y, z)dz =

∫
R
f(z, y − z)dz

Remark：若 X1, X2 独立，则有

lY (y) =

∫
R
fX1

(z)fX2
(y − z)dz

这是卷积和积分变换的一种直观解释。

4. 次序统计量

设Xi(i = 1, 2, · · · , n)为来自同一总体的样本，总体 cdf为 F (x)，总体 pdf为 f(x)，X(k)表示从小到
大排列后次序为 k的随机变量，例如X(1)表示min{X1, X2, · · · , Xn}，X(n)表示max{X1, X2, · · · , Xn}。

单个次序统计量的分布

次序统计量 X(k) 的 pdf 为

fk(x) =
n!

(k − 1)!(n− k)!
[F (x)]k−1[1− F (x)]n−kf(x)

两个次序统计量的联合分布

任意两个次序统计量 X(i), X(j)(i < j) 的联合 pdf 为

fi,j(x, y) =
n!

(i− 1)!(j − i− 1)!(n− j)!
[F (x)]i−1[F (y)− F (x)]j−i−1[1− F (y)]n−jf(x)f(y), x < y

以上结论均采用 pdf 的极限形式进行证明，可以参考作者的知乎专栏：前往奇妙世界
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六、随机变量的数字特征

1. 期望

定义

离散型随机变量，f(x) 代表 pmf：

E(X) =
∑
x∈R

xf(x)

连续型随机变量，f(x) 代表 pdf：

E(x) =

∫
R
xf(x)dx

Remark：由期望不能推得 f(x)。

相关性质

1. 随机变量的函数的期望。设 f 代表 pmf 或 pdf，则有

E (g(X1, X2, · · · , Xn)) =

{ ∑
Rn g(x1, · · · , xn)f(x1, · · · , xn)∫

Rn g(x1, · · · , xn)f(x1, · · · , xn)dx1 · · · dxn

2. 期望的线性性。设 Xi(i = 1, 2, · · · , n) 为随机变量，ci(i = 1, 2, · · · , n) 为实数，则我们有

E

(
n∑

i=1

ciXi

)
=

n∑
i=1

ciE(Xi)

3. 相互独立事件的期望。设 Xi(i = 1, 2, · · · , n) 为随机变量，若 Xi 之间相互独立，则我们有

R

(
n∏

i=1

Xi

)
=

n∏
i=1

E(Xi)

4. Cauchy-Schwarts 不等式。设 U, V 为随机变量，则成立

E2(UV ) ≤ E(U2)E(V 2)

等号成立当且仅当 ∃t0，使得 P (V = t0U) = 1。

2. 分位数

定义

设 X 为随机变量，实数 α ∈ (0, 1)。若成立

P (X ≤ a) ≥ α, P (X ≥ a) ≥ 1− α

则称 X = a 为 X 的下侧 α− 分位数。
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相关性质

1. 若随机变量 X 的 cdfF (x) 连续，则有 F (a) = α。

2. F−1(α) 为 α− 分位数。

3. α = 0.5 可以得到中位数，是随机变量集中趋势的一种刻画。

3. 方差

定义

设 X 为随机变量，则定义 X 的方差：

V ar(X) = E
[
(X − E(X))

2
]
= E(X2)− E2(X)

同时可以定义标准差：
SD(X) =

√
V ar(X)

相关性质

1. 方差的极小性质。对 ∀c ∈ R，我们有

V ar(X) = E
[
(X − E(X))

2
]
≤ E

[
(X − c)2

]
2. 方差的线性性与平移不变性。对 ∀a, b ∈ R，我们有

V ar(aX + b) = a2V ar(X)

3. 多个随机变量的和的方差。设 Xi(i = 1, 2, · · · , n) 为随机变量，则有

V ar

(
n∑

i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

V ar(Xi) +
∑
i ̸=j

Cov(Xi, Xj)

其中 Cov(Xi, Xj) 代表两个随机变量的协方差。若上述所有随机变量都相互独立，则有

V ar

(
n∑

i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

V ar(Xi)

4. 协方差与相关系数

定义

设随机变量 X,Y，记 E(X) = µ1, E(Y ) = µ2, V ar(X) = σ2
1 , V ar(Y ) = σ2

2，则我们定义 X,Y 的
协方差：

Cov(X,Y ) = E [(X − µ1)(Y − µ2)]

定义 X,Y 的相关系数：

Corr(X,Y ) =
Cov(X,Y )

σ1σ2

14



Remark：我们考虑随机向量 (X1, X2, · · · , Xn)，期望向量记为 (µ1, µ2, · · · , µn)，则协方差定义为

E



X1 − µ1

X2 − µ2

· · ·
Xn − µn

 (X1 − µ1, X2 − µ2, · · · , Xn − µn)

 = (Cov(Xi, Xj))n×n

这被称为随机向量的协方差矩阵。

相关性质

1. 协方差的另一种计算式。对定义式展开可得

Cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y )

2. 协方差与期望的关系。我们有
Cov(X,X) = V ar(X)

3. 协方差的交换性。我们有
Cov(X,Y ) = Cov(Y,X)

4. 协方差的双线性性与平移不变性。对 ∀a, b, c ∈ R，我们有

Cov(aX + bY + c, Z) = aCov(X,Z) + bCov(Y, Z)

5. 协方差的展开。设 Xi, Yj 分别为一系列随机变量，我们有

Cov

(∑
i

Xi,
∑
j

Yj

)
=
∑
i,j

Cov(Xi, Yj)

这个公式用于形如 V ar

(∑
i

Xi

)
的方差计算之中。

6. 相关系数的有界性。设X,Y 为随机变量，则我们有 |Corr(X,Y )| ≤ 1，等号成立当且仅当 ∃a, b ∈ R，
使得 P (Y = aX + b) = 1。

5. 矩

定义

设 X 为随机变量，则 E
[
(X − c)k

]
称为 X 关于 c 的 k 阶矩。其中 c ∈ R, k ∈ N+。

特别地，当 c = 0 时，称为原点矩。当 c = E(X) 时，称为中心距。

设随机变量 X 的期望为 µ，方差为 σ2，则称 E

[(
X − µ

σ

)k
]
为 k 阶标准矩。
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一些特殊的矩

1. 期望是一阶原点矩，一阶中心距恒为 0。

2. 方差是二阶中心矩。

3. 一阶标准矩恒为 0，二阶标准矩恒为 1。

4. 三阶标准矩 E

[(
X − µ

σ

)3
]
称为偏度系数，四阶标准矩 E

[(
X − µ

σ

)4
]
称为峰度系数。

5. 正态分布的峰度系数恒为 3。

6. 矩母函数

定义

设 X 为随机变量，设
MX(t) = E

(
etX
)

若在 t = 0 的某个邻域内，MX(t) 存在，则称 MX(t) 为 X 的矩母函数。

相关性质

1. 在原点处，任何矩母函数值均为 1，也即 MX(0) = 1。

2. 设 X 为随机变量，矩母函数为MX(t)，设 Y = aX+b，其中 a, b ∈ R，设 Y 的矩母函数为MY (t)，
则我们有

MY (t) = etbMX(at)

3. 矩母函数确定矩。我们有 E(Xn) = M
(n)
X (0)。结论的证明利用泰勒展开：

MX(t) =
∞∑

n=0

M
(n)
X (0)

tn

n!

MX(t) = E(etX) = E

(
∞∑

n=0

Xn t
n

n!

)
=

∞∑
n=0

E(Xn)
tn

n!

通过对比即可得到结论。

4. 矩母函数确定分布。设随机变量 X,Y，矩母函数分别为 MX(t),MY (t)，若存在实数 a > 0，使得
MX(t) = MY (t), ∀t ∈ (−a, a)，则可得 X,Y 同分布。

5. 独立随机变量和的分布。设随机变量 Xi(i = 1, 2, · · · , n) 相互独立，矩母函数分别为 MXi
(t)，设

Y =
n∑

i=1

Xi，则 Y 的矩母函数为

MY (t) =
n∏

i=1

MXi
(t)

结论的证明利用矩母函数的定义即可得到。
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常见分布的矩母函数

1. 指数分布的矩母函数。设随机变量 X ∼ Exp(λ)，则 X 的矩母函数为

MX(t) =
λ

λ− t
, t < λ

2. Poisson 分布的矩母函数。设随机变量 X ∼ P (λ)，则 X 的矩母函数为

MX(t) = eλ(e
t−1)

3. 均匀分布的矩母函数。设随机变量 X ∼ U(a, b)，则 X 的矩母函数为

MX(t) =
et − 1

t(b− a)

4. 正态分布的矩母函数。设随机变量 X ∼ N(µ, σ2)，则 X 的矩母函数为

MX(t) = e
σ2

2 t2+µt

以上结论都可以通过矩母函数的定义计算得出。

7. 条件期望

定义

设有随机变量 X,Y，考虑 �X = x 时 Y 的期望：

E(Y |x) := E(Y |X = x) =

{ ∑
i yiP (Y = yi|X = x)∫

R yfY (y|x)dy

则我们可以得到一个函数 m(x) = E(Y |x)，进一步得到随机变量 m(X) = E(Y |X)，称为给定 X

时 Y 的条件期望。

相关性质

1. 全期望公式。设 X,Y 为随机变量，则有

E(Y ) = E [E(Y |X)]

这是由条件期望的定义自然得出的结论。

2. 条件期望的极小性。设 X,Y 为随机变量，g 为实函数，则有

E
[
(Y − g(X))2

]
≥ E

[
(Y − E(Y |X))2

]
利用方差的极小性质，两边对 X 作条件期望可以证明。

3. 设 g, h 为实函数，X,Y 为随机变量，则有

E [h(X)g(Y )|X] = h(X)E [g(Y )|X]
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4. 设 g 为实函数，X,Y 为随机变量，则有

E [E(g(Y )|X)] = E(g(Y ))

5. 设随机变量 X,Y 独立，g 为实函数，则有

E [g(Y )|X] = E(g(Y ))

6. 设随机变量 Xi(i = 1, 2, · · · , n), Y ,c, c1, c2, · · · , cn ∈ R，则有

E

[
c+

n∑
i=1

ciXi|Y

]
= c+

n∑
i=1

ciE(Xi|Y )

7. 设 X,Y 为随机变量，h 为实函数，则有

E [(X − E(X|Y ))h(Y )] = 0

可以从期望的几何意义来直观理解这个结论。E(X|Y ) 是 X 在 Y 的张成空间上的投影，根据矢
量减法，X − E(X|Y ) 表示的是垂直于 Y 张成空间的“矢量”，而 h(Y ) 是张成空间内的任意一
个组合，自然两者是垂直的，从而乘积的期望为 0.

引申：条件方差

定义条件方差为
V ar(Y |X) = E

[
(Y − E(Y |X))2|X

]
我们有全方差公式：

V ar(Y ) = E [V ar(Y |X)] + V ar [E(Y |X)]

8. 最优线性预测问题

实际应用中常常依据随机变量 X 的观测值对随机变量 Y 的值进行预测。我们假设仅仅知道 X 和
Y 的期望分别为 µ1 和 µ2，方差分别为 σ2

1 , σ
2
2，相关系数为 ρ。

均方意义下 Y 的最优线性预测

也即我们要选择合适的系数 a, b 使得均方误差 E [(Y − (aX + b))2] 最小。我们直接将目标计算式
展开，得到

E
[
(Y − (aX + b))2

]
= E(Y 2) + a2E(X2) + 2abE(X)− 2aE(XY )− 2bE(Y ) + b2

又因为
E(X2) = V ar(X) + E2(X) = µ2

1 + σ2
1

E(Y 2) = V ar(Y ) + E2(Y ) = µ2
2 + σ2

2

E(XY ) = E(X)E(Y ) + Cov(X,Y ) = E(X)E(Y ) + Corr(X,Y )σ1σ2 = ρσ1σ2 + µ1µ2
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代入原式，得到均方误差为

f(a, b) = σ2
2 + µ2

2 + a2(µ2
1 + σ2

1) + 2abµ1 − 2a(ρσ1σ2 + µ1µ2)− 2bµ2 + b2

对 a, b 分别求偏导，令
∂f

∂a
=

∂f

∂b
= 0

得到
a = ρ

σ2

σ1

, b = µ2 − ρ
σ2

σ1

µ1

则选取如上的 a, b，可以使均方误差最小。

针对正态分布

设随机变量 (X,Y ) ∼ N(µ1, µ2, σ
2
1 , σ

2
2 , ρ)，则 Y 的最优线性预测就是 E(Y |X)。我们可以考虑 Y

的条件分布，当 X = x 时，我们有

Y ∼ N

(
µ2 + ρ

σ2

σ1

(x− µ1), (1− ρ2)σ2
2

)
也即

E(Y |X = x) = µ2 + ρ
σ2

σ1

(x− µ1)

于是我们有
E(Y |X) = µ2 + ρ

σ2

σ1

(X − µ1) = aX + b

从而针对正态分布，联系条件期望，线性预测有非常简洁的结论。

9. 同分布的样本均值与方差

结论提出

设随机变量 Xi(i = 1, 2, · · · , n) 独立同分布，这样的序列也称为来自同一分布的样本。设公共期望

为 µ，公共方差为 σ2，定义样本均值：X =
1

n

n∑
i=1

Xi，样本方差：S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(
Xi −X

)2
，则我们

有如下结论：

1. 样本均值的方差为
V ar(X) =

σ2

n

2. 样本方差的期望为
E(S2) = σ2
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证明过程

1. 由于 Xi(i = 1, 2, · · · , n) 相互独立，所以

V ar(X) = V ar

(
n∑

i=1

Xi

n

)
=

n∑
i=1

V ar

(
Xi

n

)
=

n∑
i=1

σ2

n2
=

σ2

n

2. 显然，我们有
E(X) = µ

则有
E(S2)

=
1

n− 1
E

[
n∑

i=1

(Xi −X)2

]

=
1

n− 1
E

[
n∑

i=1

X2
i − 2X

n∑
i=1

Xi + nX
2

]

=
1

n− 1
E

[
n∑

i=1

X2
i − nX

2

]

=
1

n− 1

[
n∑

i=1

E(X2
i )− nE(X

2
)

]

又因为
E(X2

i ) = V ar(Xi) + E2(Xi) = σ2 + µ2

E(X
2
) = V ar(X) + E2(X) =

σ2

n
+ µ2

则有
E(S2) ==

1

n− 1

(
nσ2 + nµ2 − σ2 − nµ2

)
= σ2

10. 简单随机抽样的均值与方差

结论提出

设总体大小为 N，总体均值为 µ，总体方差为 σ2，Xi(i = 1, 2, · · · , n) 为从总体中无放回抽取的 n

个简单随机样本（认为这 n 个样本相互独立）。设 X =
1

n

n∑
i=1

Xi，则我们有如下结论：

1. 每个抽取的样本的期望与方差为

E(Xi) = µ, V ar(Xi) = σ2

2. 样本均值的期望与方差为
E(X) = µ, V ar(X) =

σ2

n

(
N − n

N − 1

)
由于此处明确了从总体中抽取的过程，因此样本均值的数字特征会受到总体大小的影响。
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证明过程

1. 由题意，我们可以得到

µ =
1

N

n∑
i=1

Xi, σ
2 =

1

N

N∑
i=1

(Xi − µ)2

选取每个 Xi 的过程中，我们可以得到 Xi 的概率分布：

P (Xi = Xk) =
1

N
, k = 1, 2, · · · , N

于是我们有

E(Xi) =
N∑

k=1

XkP (Xi = Xk) =
1

N

N∑
k=1

Xk = µ

V ar(Xi) =
1

N

N∑
k=1

(Xk − µ)2 = σ2

2. 由期望的运算法则，我们显然有

E(X) =
1

n
E

(
n∑

i=1

Xi

)
=

1

n

n∑
i=1

E (Xi) = µ

对于方差，我们有
V ar(X)

=V ar

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)

=
1

n2

(
n∑

i=1

V ar(Xi) +
∑
i ̸=j

Cov(Xi, Xj)

)

=
1

n2

(
n∑

i=1

V ar(Xi) + n(n− 1)Cov(Xi, Xj)

)

=
σ2

n
+

n− 1

n
Cov(Xi, Xj), ∀i, j ∈ [1, n] ∩ Z, i ̸= j

下求 Cov(Xi, Xj)。我们有

Cov(Xi, Xj) = E(XiXj)− E(Xi)E(Xj) = E(XiXj)− µ2

考虑从总体中抽取两个不同的样本，可以得到分布

P (XiXj = XmXn) =
1

N(N − 1)

则有
E(XiXj) =

1

N(N − 1)

∑
m ̸=n

XmXn,m, n ∈ [1, n] ∩ Z
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又因为 (
N∑
i=1

Xi

)2

=
N∑
i=1

X2
i +

∑
m ̸=n

XmXn = N2µ2

E(X2) = V ar(X) + E2(X) = σ2 + µ2 =
1

N

N∑
i=1

X2
i

可得 ∑
m ̸=n

XmXn = N(N − 1)µ2 −Nσ2

所以
E(XiXj) = µ2 − 1

N − 1
σ2

Cov(Xi, Xj) = − σ2

N − 1

于是得到

V ar(X) =
σ2

n
− n− 1

n
· σ2

N − 1
=

σ2

n

(
N − n

N − 1

)

七、概率不等式

1.Markov 不等式

结论

设随机变量 Y ≥ 0，则 ∀a > 0，我们有

P (Y ≥ a) ≤ E(Y )

a

证明

考虑设示性变量：

I =

{
1, Y ≥ a

0, Y < a

则恒成立
I ≤ Y

a

两边取期望，可得

E(I) ≤ E

(
Y

a

)
也即

P (Y ≥ a) ≤ E(Y )

a
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2.Chebyshev 不等式

结论

设随机变量 Y，方差 V ar(Y ) 存在，则 ∀a > 0，我们有

P (|Y − E(Y )| ≥ a) ≤ V ar(Y )

a2

证明

利用 Markov 不等式。我们有

P (|Y − E(Y )| ≥ a)

=P
(
(Y − E(Y ))

2 ≥ a2
)

≤
E
(
(Y − E(Y ))

2
)

a2

=
V ar(Y )

a2

Chernoff 不等式

结论

设随机变量 Y，则 ∀a > 0, ∀t > 0，我们有

P (Y ≥ a) ≤ E(etY )

eta

证明

利用 Markov 不等式。我们有

P (Y ≥ a) = P (etY ≥ eta) ≤ E(etY )

eta

八、大数定律（Law of Large Numbers,LLN）

1.Khinchin 弱大数定律（WLLN）

结论

设 Xi(i = 1, 2, · · · , n) 为独立同分布、方差有限的随机变量序列，E(Xi) = µ，V ar(Xi) = σ2，设

X =
1

n

n∑
i=1

Xi，则 ∀ε > 0，我们有

lim
n→∞

P
(∣∣X − µ

∣∣ ≥ ε
)
= 0

也称为 X 依概率收敛到 µ，记作
X

P−→ µ
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证明

利用 Chebyshev 不等式，当 n → ∞ 时，我们有

P
(∣∣X − µ

∣∣ ≥ ε
)
≤ V ar(X)

ε2
=

σ2

nε2
→ 0

相关补充

1. 依概率收敛一般形式可以写作：

Yn
P−→ Y ⇐⇒ lim

n→∞
P (|Yn − Y | ≥ ε) = 0, ∀ε > 0

其中 Yn 和 Y 均为随机变量。此时并不要求 Yn 的收敛性，考虑的是随机变量之间偏差值的概率
测度。

2. 有与弱大数定律结论相似的估计概率的结论：∀ε > 0，∀α > 0，均 ∃N ∈ N+，使得当 n ≥ N 时，
恒成立

P
(∣∣X − µ

∣∣ ≥ ε
)
≤ α

其中 ε 体现了精度，α 体现了置信度。

3. 若 Xi ∼ B(p)，则特殊地得到 Bernoulli 大数定律。

4. 关于方差的条件并不是必要的，V ar(Xi) 不存在时，定律依然成立。

5. 弱大数定律告诉我们，当 n 很大时，我们有很大的把握（但并非 100%）断言 X 的值会接近 µ。
这是使用 Chebyshev 不等式对大样本性质的描绘，计算误差也是使用的 Chebyshev 不等式。但
是弱大数定律对误差的估计很保守，依概率收敛的结论也不够强，成立条件也显得有些过于紧凑。

2.Kolmogorov 强大数定律（SLLN）

结论

设 Xi(i = 1, 2, · · · , n) 为独立同分布的随机变量序列，E(Xi) = µ，设 X =
1

n

n∑
i=1

Xi，则有

P
(

lim
n→∞

X = µ
)
= 1

也称为 X 几乎处处收敛到 µ，记作
X

a.s.−→ µ

相关补充

1. 几乎必然收敛的一般形式可以写作：

Yn
a.s.−→ Y ⇐⇒ P

(
lim
n→∞

Yn = Y
)
= 1 ⇐⇒ ∀ε > 0, P

(
lim
n→∞

|Yn − Y | < ε
)
= 1

此时，几乎必然收敛事先要求 Yn 的收敛，考虑的是概率本身的测度。
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2. 若 Xi ∼ B(p)，则利用强大数定律，可以解释概率的频率解释是合理的。（回归本心）

3. 强大数定律的条件和结论是充分必要的。也即下述结论依然成立：

设随机变量 Xi(i = 1, 2, · · · , n) 为独立同分布的随机变量序列，E(Xi = µ)，设 X =
1

n

n∑
i=1

Xi，若

成立
X

a.s.−→ C

则我们可得 C = µ。

3. 分布的收敛模式

本节中出现的符号约定：设 {Xn} 为一列随机变量，X 为一个随机变量。

依分布收敛（弱收敛）

设 X 的 cdf 为 F (x)，若在 F (x) 的连续点 x 处，均有

lim
n→∞

P (Xn ≤ x) = F (x)

则称 Xn 依分布收敛于 X，记作
Xn

d−→ X

依分布收敛仅仅是分布的收敛，而不是随机变量的收敛。此时并不考虑随机变量之间的相互联系，
只需要分布函数的极限相等即可。

依概率收敛

若 ∀ε > 0，均成立
lim
n→∞

P (|Xn −X| ≥ ε) = 0

则称 Xn 依概率收敛到 X，记作
Xn

P−→ X

依概率收敛是随机变量的收敛，只有当随机变量之间的差值趋于 0时才可以称之为依概率收敛，但
是对变量本身的收敛性并无要求。

几乎处处收敛

若成立
P
(

lim
n→∞

Xn = X
)
= 1

则称 Xn 几乎处处收敛到 X，记作
Xn

a.s.−→ X

几乎处处收敛不仅考虑了随机变量的概率特征，还考虑了随机变量对应的样本空间的特征，也即
随机变量作为一个映射的性质，比依概率收敛更加严格。
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几乎处处收敛的一个等价表述是：

P ({ω| lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω)}) = 1

这样的表述更加明显地显示出了几乎处处收敛中考虑的随机变量作为样本空间上映射的性质。

Lp 收敛（仅作了解）

对 p > 0，若成立
lim
n→∞

E (|Xn −X|p) = 0

则称 Xn 在 Lp 下收敛到 X，记作
Xn

Lp−→ X

特别地，当 p = 2 时称为均方收敛。

收敛模式之间的关系

这里参考初等概率论课程课件上的示意图：

由图可以看出，依分布收敛最弱，依概率收敛其次，几乎处处收敛和 Lp 收敛可以推出前两者，但
是不能相互推出。鉴于 Lp 收敛不做要求，我们给出依概率收敛不能推出几乎处处收敛的示例。

依概率收敛弱于 a.s. 的示例

考虑如下定义的一组随机变量 {Xn(ω)}：

对 i = 1, 2, · · ·，考虑 k ∈ [2i−1, 2i − 1] ∩ Z，随机变量 Xk(ω) 在区间
[

k

2i−1
− 1,

k

2i−1
− 1 +

1

2i−1

]
上取值为 1，在区间 [0, 1]/

[
k

2i−1
− 1,

k

2i−1
− 1 +

1

2i−1

]
上取值为 0，也即如下图所示：
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很容易可以得到
lim
n→∞

P (|Xn − 0| ≥ ε) = 0

也就是依概率收敛。但是考察整个样本空间 Ω = [0, 1] 上的任意一点 ω，这一点的概率总会在某个
区间内变为 1，因此以下结论不成立：

lim
n→∞

Xn(ω) = 0

由 ω 的任意性，我们得到集合 {ω| limn→∞ Xn(ω) = 0} 是一个空集，于是我们有

P ({ω| lim
n→∞

Xn(ω) = 0}) = 0

因此几乎处处收敛不成立。

4. 收敛模式常用结论

连续映射定理

设 {Xn} 为一随机变量序列，X 为随机变量，g 为连续实函数，则有

1. Xn
a.s.−→ X ⇒ g(Xn)

a.s.−→ g(X)

2. Xn
P−→ X ⇒ g(Xn)

P−→ g(X)

3. Xn
d−→ X ⇒ g(Xn)

d−→ g(X)

注意上述结论对 Lp 收敛并不成立。

Slutsky 定理

设随机变量列 Xn
d−→ X，Yn

d−→ c，c 为常数，则有

1. Xn + Yn
d−→ X + c
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2. XnYn
d−→ Xc

3. Xn

Yn

d−→ X

c
, Yn ̸= 0, c ̸= 0

利用这个定理可以证明 t 分布收敛到正态分布。

依概率收敛的四则运算性质

设随机变量列 Xn
P−→ a，Yn

P−→ b，c 为常数，则有

1. cXn
P−→ ca

2. Xn ± Yn
P−→ a± b

3. XnYn
P−→ ab

4. Xn

Yn

P−→ a

b
, Yn ̸= 0, b ̸= 0

依概率收敛的四则运算性质在相关证明题中较为常用。

九、中心极限定理（CLT）

这是初等概率论部分与统计部分结合最紧密的知识点之一，常用于大样本的统计推断。

1. 结论

设 Xi(i = 1, 2, · · · , n)为独立同分布的随机变量序列，其期望和方差均存在，期望为 µ，方差为 σ2，

设 Sn =
n∑

i=1

Xi，则我们有

Sn − E(Sn)√
V ar(Sn)

d−→ N(0, 1)

也即
Sn − nµ√

nσ

d−→ N(0, 1)

在计算概率时，我们有

lim
n→∞

P

(
Sn − nµ√

nσ
≤ x

)
= Φ(x)

其中 Φ(x) 是 N(0, 1) 的 cdf。
通过中心极限定理，我们可以将随机变量依分布收敛到标准正态分布。

2. 均值的近似分布

依照上述约定，设 Mn =
Sn

n
，也即样本均值，我们有

Mn − µ
σ√
n

d−→ N(0, 1)

通过中心极限定理，我们可以近似认为样本均值服从分布 N

(
µ,

σ2

n

)
。
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3. 二项分布下 CLT 的连续性修正

中心极限定理将分布近似为正态分布，这会导致单点概率近似为 0，对离散型随机变量的分布来说
显然是不成立的。针对离散分布，可以有一种连续性修正的办法。
设 Sn ∼ B(n, p)，n 充分大，k,m 为非负整数，则有 CLT 的修正形式：

P (k ≤ Sn ≤ m) ≈ Φ

(
m+ 0.5− np√

np(1− p)

)
− Φ

(
k − 0.5− np√

np(1− p)

)

这样的修正形式还可以用来计算单点 P (Sn = k) 的概率，同时对于其他离散变量也同样适用。
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