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题目 1. p142-3

证明 Z[
√
10] 不是惟一分解整环。

解答. Z[
√
10] = {a+ b

√
10 | a, b ∈ Z}。有 (1−

√
10)(1 +

√
10) = 1− 10 = −9 = 3 · (−3)。

假设 3 = ab, a, b ∈ Z[
√
10]不是既约元，则有 N(a)N(b) = N(ab) = N(3) = 9。则 N(a), N(b) =

±3。记 a = x+ y
√
10

• 若 N(a) = 3：x2 − 10y2 = 3，则 x2 ≡ 3 (mod 10)，没有整数解

• 若 N(a) = −3：x2 − 10y2 = −3，则 x2 ≡ 7 (mod 10)，没有整数解

矛盾，3 是 Z[
√
10] 中的既约元。然而 3 | −9, 3 ∤ (1−

√
10), 3 ∤ (1 +

√
10)，则 3 不是素元。

所以 Z[
√
10] 中存在既约元不是素元，因而不是唯一分解整环。 □

注记. 其实得到 3 是既约元后，就可以从定义否定 UFD 了。

还有一种分发 6 = 2 · 3 = (4−
√
10)(4 +

√
10)

题目 2. p142-4

证明在唯一分解整环中 ab ∼ (a, b)[a, b]

解答. 若 a, b 中存在零元，则 ab = 0，(a, b) = 0，(a, b)[a, b] ∼ 0，结论成立。

若 a, b是唯一分解整环中的非零元，则可找到整除 a或 b的互不相伴的素元 p1, p2, · · · , ps，表
示 a, b 为

a = upα1
1 pα2

2 · · · pαs
s

b = vpβ1

1 pβ2

2 · · · pβs
s ,

u, v ∈ U(D), αi, βi ∈ N

1



2

因而可以表示

(a, b) ∼ p
min(α1,β1)
1 p

min(α2,β2)
2 · · · pmin(αs,βs)

s

[a, b] ∼ p
max(α1,β1)
1 p

max(α2,β2)
2 · · · pmax(αs,βs)

s

则

(a, b)[a, b] ∼ p
min(α1,β1)+max(α1,β1)
1 p

min(α2,β2)+max(α2,β2)
2 · · · pmin(αs,βs)+max(αs,βs)

s

= pα1+β1

1 pα2+β2

2 · · · pαs+βs
s ∼ ab

所以得证。 □

题目 3. p142-6，欧拉判别法 + 高斯整环素元判定

p 是大于 2 的素数，a ̸= 0 (mod p)，则 x2 ≡ a (mod p) 在 Z 中有解的充要条件是
a

p−1
2 ≡ 1 (mod p)，并由此证明当 p 是形如 4n+ 1(n ∈ Z+) 的素数时，p 不是 Z[i] 中的

素元。

解答. (1) 必要性 =⇒ ：若 x2 ≡ a (mod p) 有解。即 ∃x0 ∈ Z, s.t. x2
0 ≡ a (mod p)。因为

a ̸≡ 0 (mod p)，则 x0 ̸≡ 0 (mod p)，即 (x0, p) = 1。由费马小定理得 xp−1
0 ≡ 1 (mod p)，则

有 a
p−1
2 ≡ (x2

0)
p−1
2 ≡ xp−1

0 ≡ 1 (mod p)。

(2) 充分性 ⇐= ：若 a
p−1
2 ≡ 1 (mod p)。因为 p 是素数，所以乘法群 Z∗

p 是循环群，不妨记

生成元为 g，则可记 a = gk ∈ Z∗
p，则有 (gk)

p−1
2 ≡ g

k(p−1)
2 ≡ 1 (mod p)，o(g) = p − 1，说明

k(p−1)
2
是 p− 1 的倍数，则 k/2 是整数，k = 2m 是偶数，所以 a ≡ g2m ≡ (gm)2 ≡ 1 (mod p)，

解即为 x = g2。

充要条件得证。若 p = 4n + 1，取 a = −1，则有 a
p−1
2 ≡ (−1)2n ≡ 1 (mod p)，则根据充要

条件，x2 ≡ −1 (mod p) 在 Z 中有解，不妨设解为 x0，x2
0 ≡ −1 (mod p)，则 p | (x2

0 + 1) =

(x0 + i)(x0 − i)。若 p 是素元，则一定有 p | (x0 + i) 或 p | (x0 − i)：

• 若 p | (x0 + i)：则 m+ i = p(u+ vi) = pu+ pvi，则 pv = 1 =⇒ v = 1/p ̸∈ Z，矛盾。
• 若 p | (x0 − i)：同理 pv = −1 =⇒ v = −1/p ̸∈ Z，矛盾。

所以假设不成立，p 不是 Z[i] 中的素数。 □

题目 4. p142-7

设 p 是素数，则 p 是 Z[i] 中的既约元的充要条件是 p ≡ 3 (mod 4)

解答. 若 p 不是 Z[i] 中的既约元，则 ∃a, b ∈ Z[i], a, b /∈ U(Z[i]), s.t. p = ab，则有

N(p) = p2 = N(a)N(b)，所以只有 N(a) = N(b) = p。记 a = x+ yi，则有 x2 + y2 = p。所以

p 不是既约元 ⇐⇒ p 可表示为两个整数的平方和。



3

(1) 必要性 =⇒：若 p 是既约元。则 p 不能写作两个整数的平方和。讨论素数 p 的剩余类情

况：

• p = 2：2 = 12 + 12 = (1 + i)(1− i)，显然不是既约元

• p ≡ 1 (mod 4)：由上一题可知，p 形如 4n+ 1 的素数，则 p 不是 Z[i] 中的素元。

所以只能 p ≡ 3 (mod 4)，得证。

(2) 充分性 ⇐=：若 p ≡ 3 (mod 4)。讨论任意正整数的奇偶：

• 若 a = 2k：则 a2 = 4k2 ≡ 0 (mod 4)。

• 若 a = 2k + 1：则 a2 = 4k2 + 4k + 1 ≡ 1 (mod 4)。

所以任意两个数的平方和模 4只可能是 0, 1, 2，不可能是 3。因此 p不能表示为两个整数的平

方和，所以 p 是 Z[i] 中的既约元。

充要条件得证。 □


