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题目 1. p142-1，唯一分解整环判定

利用定理 3.5.2 证明域 F 上的多项式环 F [x] 是唯一分解整环。

解答. (1) 真因子序列有限：∀f ∈ F [x]。若 f 没有真因子可分解，则序列到头，有限；若 f

可分解出真因子，即 f(x) = g(x) · h(x), g(x), h(x) /∈ U(F [x])。在 F [x] 中，可逆元为多有非零

常数。所以 deg g(x), degh(x) > 0，所以 deg(f(x)) = deg g(x) + degh(x) > deg g(x), degh(x)。
之后在 g(x) 或 h(x) 中继续上述分解操作，每次多项式的度必然减少，而真因子多项式度大

于 0，所以真因子序列有限。

(2)任意两元素有最大公因子：∀f, g ∈ F [x]。由于 F 是域，进行带余除法可得 f(x) = q1(x)g(x)+

r1(x), deg r1(x) < deg g(x)。若 r1(x) ̸= 0，则对除数进行带余除法 g(x) = q2(x)r1(x) +

r2(x), deg r2(x) < r1(x)。如是“辗转相除”，由于每次余数的度数单调减小，所以必然存在

度为 0 的时候，如下：

· · ·

rn−2(x) = qn(x)rn−1(x) + rn(x)

rn−1(x) = qn+1(x)rn(x) + 0

degrn−1(x) > deg rn(x) > 0

则 rn(x) | rn−1(x) =⇒ rn(x) | rn−2(x) =⇒ · · · =⇒ rn(x) | g(x) =⇒ rn(x) | f(x)，所以
rn(x) 是 f(x), g(x) 的公因式。∀d(x)|f(x), d(x)|g(x)，则 d(x) | r1(x) = f(x)− g(x)q1(x)，则有

d(x) | r2(x) = g(x) − r1(x)q2(x) =⇒ · · · =⇒ d(x) | rn(x)。所以 rn(x) 是 f(x), g(x) 的最大

公因式。

根据定理 3.5.2，可等价得到 F [x] 是 UFD。 □

注记. (1) 似乎用反证法更方便写。
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题目 2. p142-5，欧氏整环判定

下列环是否是欧氏整环，并证明之：

(1) Z[
√
2] = {a+ b

√
2 | a, b ∈ Z}.

(2) Z[
√
−2] = {a+ b

√
−2 | a, b ∈ Z}.

(3) Z[
√
−3] = {a+ b

√
−3 | a, b ∈ Z}.

(4) D = {a+ b
√
−3 | a, b 同时为整数或同时为奇数的1

2
}.

解答. (1) Z[
√
2] 是欧氏整环: 定义范数 N(a + b

√
2) = |a2 − 2b2|，具有完全积性。∀α =

a+ b
√
2 ∈ Z[

√
2]∗, β = c+ d

√
2 ∈ Z[

√
2]，需要找 q, r ∈ Z[

√
2] 使得 β = qα+ r,N(r) < N(α)，

即 r = β − qα。定义 β
α
= x+ y

√
2, x, y ∈ Q，q = u+w

√
2，则有 r = α((x− u) + (y−w)

√
2)，

取范数有 N(r) = N(α)|(x− y)2 + 2(y − w)2|，所以有

∵ ∃ u,w ∈ Z, s.t. |x− u| ≤ 1

2
, |y − w| ≤ 1

2

∴ |x− u|2 − 2|x− u|2 ∈ [−1

2
,
1

4
]

∴ N(r) ≤ N(α)

∣∣∣∣(12)2 − 2(
1

2
)2
∣∣∣∣ = 1

2
N(α) < N(α)

因此存在 q, r ∈ Z[
√
2] 满足性质，Z[

√
2] 是欧氏整环。

(2) Z[
√
−2] 是欧氏整环: 定义范数 N(a + b

√
−2) = a2 + 2b2，具有完全积性。同上小问定义

α, β, q = u+ w
√
−2, r, β

α
= x+ y

√
−2, u, w ∈ Q, x, y ∈ Z。

β = qα + r =⇒ r = β − qα = α((x− u) + (y − w)
√
−2)

∴ N(r) = N(α)
[
(x− u)2 + 2(y − w)2

]
∵ ∃ u,w ∈ Z, s.t. |x− u| ≤ 1

2
, |y − w| ≤ 1

2

∴ N(r) ≤ N(α)

[
(
1

2
)2 + 2(

1

2
)2
]
=

3

4
N(α) < N(α)

因此存在 q, r ∈ Z[
√
−2], 满足 β = qα + r,N(r) < N(alpha)，所以 Z[

√
−2] 是欧氏整环。

(3) Z[
√
−3] 不是欧氏整环: 定义范数 N(a + b

√
−3) = a2 + 3b2，具有完全积性。由于 (1

2
)2 +

3(1
2
)2 = 1 ̸≤ 1，所以没法用之前的方法找到满足条件的 q, r。

而易知 4 = 2 · 2 = (1 +
√
−3)(1 −

√
−3)。利用范数，由 a2 + 3b2 = 2 无整数解，可知 2 和

1±
√
−3 都是既约元。则 4 由两种不同的既约元分解，所以 Z[

√
−3] 不是 UFD，因而也不是

欧氏整环。

(4) D是欧氏整环: 定义范数N(d = a+b
√
−3 ∈ D) = a2+3b2，具有完全积性。∀α ∈ D∗, β ∈ D，

需要找 q = u+w
√
−3, r ∈ D 使得 β = qα+ r。在分式域上定义 γ = β

α
= x+ y

√
−3, x, y ∈ Q。

所以 r = β− qα =⇒ N(r) = N(α)N(γ− q) = N(α)N((x−u)+ (y−w)
√
−3)，即要找 q ∈ D

使得 N(γ − q) < 1。
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取法：根据 y 值，找离 w 最近的可取值作为 w = n
2
, n ∈ Z，因为取法的粒度为 1

2
，所以可以

保证 |y − w| ≤ 1
4
；由于 w 决定了 u 的可选格点位置（要么整数，要么半整数），此时不管 x

在哪儿，取离 x 最近的格点，还可以保证 |x− u| ≤ 1
2
。

因而 N(γ − q) = |x − u|2 + 3|y − w|2 ≤ (1
2
)2 + 3(1

4
)2 = 7

16
≤ 1，所以 N(r) ≤ N(α)，即存在

q, r ∈ D 满足 β = qα + r,N(r) < N(α)，因此 D 是欧氏整环。 □

题目 3. p148-1

证明 Z[x] 不是主理想整环.

解答. 构造 I = (2, x) = {2 · f(x) + x · g(x) | f(x), g(x) ∈ Z[x]}。

假设 (2, x) = (d(x))，则有 d(x) | 2, d(x) | x。d(x) | 2：则 d(x) = ±1 或 d(x) = ±2；同时

d(x) | x：则 d(x) 只能为 ±1。然而若 d(x) = ±1，则 (d(x)) = (1) = Z[x] ̸= (2, x)，矛盾，假

设不成立。

所以 (2, x) ◁ Z[x] 不是主理想，因而 Z[x] 不是主理想整环。 □

题目 4. p148-3，主理想整环判定

若 D 是有单位元的整环但不是域，则 D[x] 不是主理想整环.

解答. 由于 D 不是域，所以有非可逆元 c，构造 I = (c, x) ̸= D[x], c ∈ D∗\U(D)。

假设 (c, x) = (d(x))，则有 d(x) | c, d(x) | x。由于 d(x) | c，则 d(x) 应该也是常数，记为 d；

而 d | x，则说明 ∃h(x) = a0 + a1x ∈ D[x], s.t. x = d · h(x) = da0 + da1x, 所以有 da1 = 1，则

d 是可逆元，所以 (d) = (1) = D[x] ̸= (c, x)，矛盾，假设不成立。

所以 (c, x) ◁ D[x] 不是主理想，因而 D[x] 不是主理想整环。 □

注记. D 是域 ⇐⇒ D[x] 是主理想整环。


