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题目 1. 补充 1

证明：F (S1 ∪ S2) = F (S1)(S2).

解答. 根据域扩张定义，F (S1) ⊆ F (S1)(S2), S2 ⊆ F (S1)(S2)，且 F ⊆ F (S1), S1 ⊆ F (S1)，

所以 S1 ∪ S2 ⊆ F (S1)(S2)。根据定义又有 F (S1 ∪ S2) 是包含 F 和 S1 ∪ S2 的最小域，所以

F (S1 ∪ S2) ⊆ F (S1)(S2)。

同样的 F ⊆ F (S1 ∪ S2), S1 ∪ S2 ⊆ F (S1 ∪ S2)，所以 S1 ⊆ F (S1 ∪ S2), S2 ⊆ F (S1 ∪ S2), F ⊆
F (S1 ∪ S2)，则有 F (S1) ⊆ F (S1 ∪ S2)，所以有 F (S1)(S2) ⊆ F (S1 ∪ S2)。

综上 F (S1 ∪ S2) = F (S1)(S2)。 □

题目 2. 补充 2: 有限扩张是代数扩张

证明：如果 F 是 Q 的有限扩张，那么 F 是 Q 的子域.

解答. 设 [F : Q] = n ∈ Z∗ 。则 F 作为 Q 上的向量空间，极大无关组向量个数不超过 n。

取 ∀α ∈ F，构造前 n+ 1 个幂次的序列 1, α, α2, · · · , αn，则这个序列在 Q 上线性相关，所以
存在 c0, c1, · · · , cn ∈ Q 不全为零，使得 c0 + c1α + · · ·+ cnα

n = 0。

构造非零多项式 f(x) = c0 + c1x+ · · ·+ cnx
n ∈ Q[x]，有 f(α) = 0，所以 α 是 Q 上的代数元。

因而 F 中任意元素都是 Q 上代数元，即 F ⊆ Q。 □

注记. 代数扩张 Q 本身则是 Q 的无限扩张。

题目 3. 补充 3

证明：Q 是代数闭域.

解答. 即证 ∀f(x) ∈ Q[x]（非常数）在 Q 上有根。

取 ∀f(x) = c0 + c1x + · · · + cnx
n ∈ Q[x], deg(f(x)) = n ≥ 1，有 ci ∈ Q，即 ci 是 Q 上的代

数元，所以单扩张 Q(ci) 满足 (Q(ci) : Q) = degm(x),m(x) 是 ci 在 Q 上的最小多项式，是
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Q 的有限扩张。因而依次用 ci 进行扩张，设 K = Q(c0)(c1) · · · (cn)，则 K 是 Q 的有限扩张，
(K : Q) < ∞。同时，f(x) 也可以看作 K 上的多项式。

由于 Q 的扩域 C 是代数闭域，则 ∃α ∈ C, s.t. f(α) = 0。则 α 是 K 上的代数元。所以 K(α)

是 K 的有限扩张，(K(α) : K) < ∞。

所以有 (K(α) : Q) = (K(α) : K)(K : Q) < ∞，所以 K(α) 是 Q 的有限扩张，根据上题知，
有限扩张是代数扩张，所以 α ∈ Q。因此 Q 是代数闭域。 □

注记. Q ⊂ Q ⊂ C

题目 4. p164-4

设 K 是 F 的有限扩张，E 是 K 的有限扩张，则证明 E 是 F 的有限扩张，且 (E : F ) =

(E : K)(K : F ).

解答. 记 (K : F ) = n，则有 K = {a1f1 + a2f2 + · · · + anfn | fi ∈ F}，ai 是 K 中

基底。记 (E : K) = m，则有 E = {b1k1 + b2k2 + · · · + bmkm | ki ∈ K}，bi 是 E 中基底。

∀e ∈ E, e = b1k1 + b2k2 + · · ·+ bmkm = b1(a1f11 + a2f12 + · · ·+ anf1n) + · · ·+ bm(· · · )，所以有

E =

{
n∑

i=1

m∑
j=1

(aibj)fij | fij ∈ F

}
。

而若要使 L =
m∑
j=1

(aibj)fij = 0，则需
∑m

j=1 (
∑n

i=1 fijai) bj =
∑m

j=1 kjbj = 0，由于 bj 间线性无关，

所以需 kj =
∑n

i=1 fijai = 0；同理，ai间线性无关，则 fij = 0。因此 {aibj | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m}
在 F 上线性无关，所以 (E : F ) = dimE/F = nm = (E : K)(K : F )。 □

题目 5. p169-1

设 f(x) ∈ F [x] 在 F 上的分裂域为 Ef，deg f(x) = n，证明 (Ef : F ) ≤ n!.

解答. 对 n = deg f(x) 进行数学归纳：

当 n = 1 时，f(x) = ax + b, a, b ∈ F，则根 α = − b
a
∈ F，所以 Ef = F (α) = F，则

(Ef : F ) = 1 ≤ 1!。

假设 n < k 时结论成立，考虑 n = k 的情况。

• 若 f(x) 可完全分解为一次因式，则 Ef = F，(Ef : F ) = 1 ≤ k!，结论成立。

• 若 f(x) 不能完全分解，则至少存在一个次数 d ≥ 2 的不可约因式 p(x)，且 d ≤ k。

设 α1 是 p(x) 的一个根，作单扩张 F1 = F (α1)，由于 p(x) 是 α1 在 F 上的最小多项式，

故有 (F1 : F ) = deg p(x) = d ≤ k。

于是 f(x) = (x − α1)g(x), g(x) ∈ F1[x], deg g(x) = k − 1，要使 f(x) 在某扩域上完全分

裂，则需使 g(x) 在该扩域上完全分裂，所以 f(x) 在 F 上的分裂域 Ef 同样也是 g(x) 在

F1 上的分裂域。所以 deg g(x) = k− 1 < k 根据归纳假设，g(x) 在 F1 上的分裂域 Ef 满
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足 (Ef : F1) ≤ (k − 1)!。结合望远镜公式有：

(Ef : F ) = (Ef : F1)(F1 : F ) ≤ (k − 1)! · k = k!

综上，由归纳法可知，对于任意正整数 n，均有 (Ef : F ) ≤ n! 成立。 □

注记. 如果多项式直接可完全分解，那么 (Ef : F ) = 1，根本不需要扩域。

问题就出在：f(x) 在当前 F 中存在高于 2 次的不可约多项式，所以需要通过扩域来将其分
解（引入它的根），这也是 Ef 的由来。


