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题目 1. p49-4

设 G 是群，∀a, b ∈ G，证明 o(ab) = o(ba).

解答. 设 o(ab) = m, o(ba) = n。分情况讨论：

情况 1：若 m,n 中至少有一个为有限数。不失一般性，设 o(ab) = m < ∞。则根据定义有
(ab)m = e，则有

∵ e = (ab)m = (ab)(ab) · · · (ab)

= a(ba)(ba) · · · (ba)b

= a(ba)m−1b

∴ a−1ea = a−1a(ba)m−1ba

=⇒ a−1a = (a−1a)(ba)m−1(ba)

=⇒ e = (ba)m

即 (ba)m = e。根据阶的最小性定义有 o(ba) = n ≤ m < ∞。则同理可对称证明，(ab)n =

b−1(ba)nb = e，得出 m ≤ n，所以 m = n。

情况 2：若 m,n 均为无限。此时显然有 o(ab) = o(ba) = ∞。

综上所述，对于任意 a, b ∈ G，恒有 o(ab) = o(ba)。 □

题目 2. p49-5

设 G 是偶数阶群，证明 G 中存在 2 阶元.

解答. 将 G 中的任意元素 x ∈ G 与其逆元配对构成集合 Sx，由于 (x−1)−1 = x，该配对构

成对群 G 的一个划分。对于 x ∈ G：

• 一类集合：若 x−1 6= x，则 Sx = {x, x−1}, |Sx| = 2。

• 二类集合：若 x−1 = x，则 Sx = {x}, |Sx| = 1，此时即 x2 = e，o(x) ≤ 2。

因此一类集合所占元素数必为偶数。又因为 G 是偶数阶群，则二类集合数必为偶数。
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已知存在 e2 = e，|Se| = 1，则至少还存在一个元素 a ∈ G, a 6= e, a2 = e 满足偶数条件，故有

o(a) = 2，即 G 中存在 2 阶元。 □

注记. Cauchy 定理，有限阶群 G，如果素数 p | |G|，那么 G 中存在阶为 p 的元素。

题目 3. p49-7

设 G 是非可换群，证明 G 中存在非单位元的元素 a 和 b 且 a 6= b 使 ab = ba.

解答. G 是非可换群，即 ∃x, y ∈ G, s.t. xy 6= yx。

可证明 ∃x ∈ G, s.t. x2 6= e：假设 ∀x ∈ G, x2 = e，则有

∀a, b ∈ G, a2 = e, b2 = e, (ab)2 = e = abab

∴ a−1 = a, b−1 = b, ab = (ab)−1 = b−1a−1 = ba

如此 G 即为可交换群，矛盾。故 ∃x ∈ G, s.t. x2 6= e，此时显然有 x 6= e。

则令 a = x 6= e, b = x2 6= e，则有 ab = xx2 = x3 = x2x = ba 可交换。同时因为 x 6= e，则有

x2 6= x，即 b 6= a。此时 a, b 满足题目所有条件，存在得证。 □

题目 4. p54-1

设 G 是由 a, b 两个元素生成的群，其定义如下：

G = 〈a, b | o(a) = n, o(b) = 2, ba = a−1b〉,

写出 G 的所有元素，并证明 G ∼= Dn. G 也可作为二面体群 Dn 的定义.

解答.

G 的所有元素：已知 an = e, b2 = e, ba = a−1b，、则可知 bjai = a−ibj，即任意元素都可排列

为 aibj 的形式，i ∈ [0, n− 1], j ∈ [0, 1], i, j ∈ Z。所以 G 共有 2n 个元素

G = {e, a, a2, . . . , an−1, b, ab, a2b, . . . , an−1b}

证明 G ∼= Dn：已知 Dn = {ρk, πk | k = 0, 1, · · · , n−1}，其中 ρk 表示旋转 k个单位角度，πk 表

示以某条轴为对称轴的反射。则有 ρ0 = π0 = e，ρn1 = e =⇒ o(ρ1) = n，π2
1 = e =⇒ o(π1) = 2。

构造映射 ϕ : G→ Dn, a
ibj 7→ ρiπj，则 ∀x = ai1bj1 , y = ai2bj2 ∈ G，有

xy = ai1bj1ai2bj2 = ai1−i2bj1+j2

ϕ(xy) = ρi1−i2πj1+j2 = ρi1ρ−i2πj1πj2

= ρi1πj1ρi2πj2 = ϕ(x)ϕ(y)
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映射保持运算关系，ϕ是群同态。由于 ϕ(a) = ρ1，ϕ(b) = π1，ρ1, π1 是 Dn 的生成元，则 ϕ是

满射。又有 |G| = |Dn| = 2n，有限集间的满射必为双射。则 ϕ 是群同构，G ∼= Dn。 □

题目 5. p55-6

设

G =

{(
1 n

0 ±1

)∣∣∣∣∣n ∈ Z

}
是关于矩阵乘法构成的群，

A =

(
1 1

0 −1

)
, B =

(
1 2

0 −1

)
,

证明 G = 〈A,B〉.

解答. 记 H = 〈A,B〉，显然 A,B ∈ G，且 G 对矩阵乘法封闭，所以 H ⊆ G。

下证 G ⊆ H：可以发现

AB =

[
1 1

0 −1

][
1 2

0 −1

]
=

[
1 1

0 1

]

• 记 T = AB ∈ H，则有 ∀n ∈ Z, T n =

[
1 n

0 1

]
∈ H

• 又有 T nA =

[
1 n

0 −1

][
1 1

0 −1

]
=

[
1 1− n

0 −1

]
∈ H

因为 n 取遍所有整数，则 1− n 也取遍所有整数，所以 G 中的任意元素均可由 A,B 的有限

次乘积表示，即 G ⊆ H。

综上所述，G = H，得证。 □

题目 6. 补充题 1

假设 V 是数域 F 上的有限维向量空间，φ, ψ ∈ EndFV 满足 φ2 + ψ2 = 2φψ. 证明：

Pφ(λ) = Pψ(λ)

解答. 已知 φ2 + ψ2 = 2φψ，移项并提取公因式可得：

φ2 − φψ = φψ − ψ2 ⇐⇒ φ(φ− ψ) = (φ− ψ)ψ

记 X = φ− ψ ∈ EndFV，则有 φX = Xψ。

下面用数学归纳法证明，对于任意有限维向量空间 V，等式成立。



4

初始：当 dimV = 0 时，结论显然成立；当 dimV = 1 时，φ, ψ 为实数域上的标量乘法，由

a2 + b2 = 2ab =⇒ (a− b)2 = 0 =⇒ a = b，结论成立。

归纳：假设对于所有维数严格小于 n 的空间，结论均成立。则考察 dimV = n 的情况。令

W = kerX = {α ∈ V | X(α) = 0}，则 ∀α ∈ W, (φ− ψ)(α) = 0 =⇒ φ(α) = ψ(α)。

[1]可知W 是 φ和 ψ的不变子空间：将 φX = Xψ作用于 α ∈ W 可得 X(ψ(α)) = φ(X(α)) =

φ(0) = 0，则可知 ψ(α) ∈ kerX = W。又因为 W 上 φ(α) = ψ(α)，所以 φ(α) ∈ W 同样成立，

因此 W 是两个映射的不变子空间，其内映射改记为 φ|W = ψ|W。

[2] 接下来分情况讨论：

• 若 W = {0}：此时 X 为单射映射。因 V 为有限维空间，则单射必为双射，即 X 可逆。

由 φX = Xψ =⇒ φ = XψX−1，即 φ 与 ψ 相似，特征多项式相同，则结论成立。

• 若 W = V：此时 kerX = V =⇒ φ = ψ，则特征多项式相同，结论成立。

• 若 0 < dimW < n：因为 W 是不变子空间，则可在商空间 V /W 上定义诱导的线性变换

φ̄ 和 ψ̄，即：

φ̄ : V /W → V /W, [α] 7→ [φ(α)]

ψ̄ : V /W → V /W, [α] 7→ [ψ(α)]

◦ V /W 上：算子关系全空间成立，则商空间同样成立，即 φ̄2 + ψ̄2 = 2φ̄ψ̄。则因

dimV /W < n，由归纳假设，特征多项式相等：Pφ̄(λ) = Pψ̄(λ)。

◦ W 上：由定义得 φ|W = ψ|W，则在子空间 W 上算子关系成立，即 φ|2W + ψ|2W =

2φ|Wψ|W，故由归纳假设，特征多项式也相等：Pφ|W (λ) = Pψ|W (λ)。

根据线性代数理论，全空间 V 上的特征多项式等于其在不变子空间 W 上的特征多项式

与在商空间 V /W 上的特征多项式之积，即：

Pφ(λ) = Pφ|W (λ) · Pφ̄(λ)

Pψ(λ) = Pψ|W (λ) · Pψ̄(λ)

则有 Pφ(λ) = Pψ(λ)。

综上所述，数学归纳法成立，Pφ(λ) = Pψ(λ) 对任意有限维向量空间 V 都成立。 □

注记. EndFV：向量空间 V 上的自同态映射，即 V 上所有线性变换的集合。Pφ(λ)：线性

变换 φ 的特征多项式，定义为 det(λI − φ)。

题目 7. 补充题 2

证明：e
2πk

√
−1

m 生成群 Um = {x ∈ C | xm = 1} 当且仅当 (m, k) = 1.
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解答. 记 g = e
2π

√
−1

m ，则复数乘法群 Um 是由 g 生成的 m 阶循环群，即 Um = 〈g〉，且
o(g) = m。则可记 a = e

2πk
√
−1

m = gk。原题等价于证明：〈gk〉 = Um ⇐⇒ (m, k) = 1。

充分性 ( ⇐= )：已知 (m, k) = 1。由裴蜀定理，∃u, v ∈ Z, s.t. ku+mv = 1。则对于生成元有

g = g1 = gku+mv = (gk)u(gm)v。因为 o(g) = m =⇒ gm = e，则 g = (gk)u · e = (gk)u ∈ 〈gk〉。
故 Um = 〈g〉 ⊆ 〈gk〉。另一方面显然有 〈gk〉 ⊆ Um，则 〈gk〉 = Um 成立。

必要性 ( =⇒ )：已知 〈gk〉 = Um。则 g ∈ 〈gk〉，即 ∃u ∈ Z, s.t. (gk)u = g =⇒ gku−1 = e。因

为 o(g) = m，则有 m | (ku− 1)，即 ∃v ∈ Z, s.t. ku− 1 = mv =⇒ ku−mv = 1。由裴蜀定

理的推论可知，存在两个整数的线性组合为 1，则有 (m, k) = 1。

综合充分性与必要性，原命题得证。 □


