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题目 1. P55-7, 极大子群

非平凡子群 M 称为群 G 的极大子群 (maximal subgroup)，如果有子群 H 满足 M <

H ⩽ G，则必有 H = G. 确定无限循环群的全部极大子群.

解答. 记无限循环群为 G = 〈a〉，则其全部子群为 〈an〉, n ∈ Z+。设 M = 〈am〉,m > 1 是 G

的一个极大子群，对 ∀n ∈ Z+, 1 < n < m,H = 〈an〉，若 n | m，则有 M < H < G，不符合要

求。因而有 n ∤ m，所以 m 是质数。

所以 G 的全部极大子群为 {〈ap〉|p 是质数}。 □

注记. 反过来还需要说明。

对于 G，生成元为 a，还需要构造映射 f : Z → G, 1 7→ a。

题目 2. P55-9

设

A =



0 1 0 · · · · · · 0

0 0 1 0 · · · 0
... . . . . . . . . . . . . ...
... . . . . . . . . . . . . 0
... . . . . . . . . . . . . 1

1 0 · · · · · · 0 0


, B =



1 0 · · · · · · 0

0 ω 0 · · · 0

0 0 ω2 · · · 0
... . . . . . . . . . ...
... . . . . . . . . . ...
0 · · · · · · 0 ωn−1


,

其中 ω 为 n 次单位原根.
G = 〈A,B〉,

证明 |G| = n3.

解答. 易知 An = I, Bn = I。考察 A 与 B 的乘积关系：

1



2

• 左乘 A，即按行向上循环平移：AB =



0 ω 0 · · · 0

0 0 ω2 · · · 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 · · · ωn−1

1 0 0 · · · 0



• 右乘 A，即按列向右循环平移：BA =



0 1 0 · · · 0

0 0 ω · · · 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 · · · ωn−2

ωn−1 0 0 · · · 0


因而有，AB = ωBA。

令 C = ωI，则有 ABA−1B−1 = ωI = C。因为 A,B ∈ G，故 C ∈ G。因为 ω 是 n 次单位原

根，则有 Cn = I，即 o(C) = n。

利用交换关系 BA = ω−1AB = C−1AB，可以将 A,B 的任意组合 g ∈ G 化为如下标准形式：

g = CkAiBj, 0 ⩽ k, i, j ⩽ n− 1

证明该表示唯一：即证 CkAiBj = I 仅当 k = i = j = 0 ：

若 ∃ k, i, j ∈ {0, 1, · · · , n− 1}, s.t. CkAiBj = I，即 AiBj = ω−kI。

• Bj 是对角矩阵，而 Ai 的作用是将矩阵的非零元素平移到第 i 条副对角线。要使乘积

AiBj 为纯量矩阵，必有 i = 0。

• i = 0，则 Bj = ω−kI，这要求 ωj = 1。由于 ω 是 n 次单位原根且 0 ⩽ j < n，故 j = 0。

• 代入原式得 ω−kI = I，即 k = 0。

得证，即若 Ck1Ai1Bj1 = Ck2Ai2Bj2，则有 Ck1−k2Ai1−i2Bj1−j2 = I，只有唯一的表示，即

k1 = k2, i1 = i2, j1 = j2。由于 k, i, j 各有 n 种取法，故群 G 的阶为 |G| = n3。 □

注记. n 次单位原根：ω ∈ C, ωn = 1，e.g. ω = e
2πi
n .

题目 3. P62-1

设 σ = (i1, i2, · · · , ik)，τ 为任一个 n 次置换，证明 τστ−1 = (τ(i1), τ(i2), · · · , τ(ik)).

解答. 对于集合 {1, 2, · · · , n} 中的任意元素 x，分两种情况考察映射 τστ−1 的作用：

[1] 若 x ∈ {τ(i1), τ(i2), · · · , τ(ik)}，则 ∃ m ∈ {1, 2, · · · , k}, s.t. x = τ(im)。此时 τ−1(x) = im。

根据轮换 σ = (i1, i2, · · · , ik) 的定义，σ(im) = im+1（约定 ik+1 = i1）。因此有：

(τστ−1)(x) = τ(σ(τ−1(x))) = τ(σ(im)) = τ(im+1)

这与轮换 (τ(i1), τ(i2), · · · , τ(ik)) 将 τ(im) 映射到 τ(im+1) 的作用一致。
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[2]若 x /∈ {τ(i1), τ(i2), · · · , τ(ik)}，则必定有 τ−1(x) /∈ {i1, i2, · · · , ik}。因为 σ只改变 i1, · · · , ik，
则有 σ(τ−1(x)) = τ−1(x)。因此有：

(τστ−1)(x) = τ(σ(τ−1(x))) = τ(τ−1(x)) = x

即 τστ−1 保持 x 不变，同样与上述轮换对不在其内部的元素的作用一致。

综上所述，等式 τστ−1 = (τ(i1), τ(i2), · · · , τ(ik)) 成立。 □

注记. 写法 2

[1] τστ−1 对轮换内元素的作用：将 τ(im) 映射到 τ(im+1)。其实就是

(τστ−1)(τ(ij)) = τσ(ij) = τ(ij+1)

= (τ (i1), · · ·, τ (ik))(τ(ij)),

j = 1, 2, · · · , k

特殊注意对于 j = k 时，τ(ij+1) = τ(i1) = (τ(i1), · · · , τ(ik))(τ(ik))。

[2] τστ−1 对轮换外元素的作用: 不动也就是

(τστ−1)(τ(ik+r)) = τσ(ik+r) = τ(ik+r)

= (τ (i1), · · ·, τ (ik))(τ(ik+r)),

r ∈ {1, 2, · · · , n− k}

题目 4. P62-4

证明

Sn = 〈(12), (123 · · ·n)〉.

解答. 记 σ = (12)，τ = (123 · · ·n)，设子群 H = 〈σ, τ〉。即证明 H = Sn。

利用 T3 的共轭结论 τ(i1, · · · , ik)τ−1 = (τ(i1), · · · , τ(ik))，在群 H 内部进行计算，则有：

τ(12)τ−1 = (23) ∈ H

τ(23)τ−1 = (34) ∈ H

· · ·

∴ τ k−1(12)τ−(k−1) = (k, k + 1) ∈ H

即由 σ 和 τ 生成的子群 H 中，包含了所有的相邻对换 (12), (23), · · · , (n− 1, n)。

由置换群的基础定理可知，对称群 Sn 中的任意一个对换 (i, j)均可由相邻对换生成，进而 Sn

中的任意置换均可分解为对换的乘积。这意味着相邻对换集合 {(12), (23), · · · , (n − 1, n)} 是
Sn 的一组生成元集。由于子群 H 包含了 Sn 的整组生成元集，则有 H = Sn。 □
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题目 5. P72-9

设 G 是 2n 阶群，且 n 是奇数，则 G 有指数为 2 的正规子群.

解答. 由 Cayley 定理知，群 G 同构于对称群 S2n 的一个子群。存在左正则表示所诱导的单

同态 ρ : G → S2n，其中 ρ(g) 为置换 x 7→ gx (x ∈ G)。

|G| = 2n 且 n 是奇数，故 2 | |G|, 4 ∤ |G|。由 Cauchy 定理知，∃ a ∈ G, o(a) = 2。考察置换

ρ(a)：由于 a 6= e 且 a2 = e，∀x ∈ G, ax 6= x, a(ax) = a2x = x，即置换 ρ(a) 没有不动点，其
作用为将 2n 个元素两两互换，可分解为 n 个互不相交的对换的乘积，是奇置换。

记 sgn : S2n → {1,−1} 为符号同态，奇置换映射为 −1。构造复合映射 ϕ = sgn ◦ ρ : G →
{1,−1}，也是群同态。又因为 ϕ(a) = sgn(ρ(a)) = −1，所以 ϕ 是满射。

由群同态基本定理可知：

G/ ker(ϕ) ∼= {1,−1}

进而得到指数 [G : ker(ϕ)] = |{1,−1}| = 2。由于指数为 2 的子群必定是正规子群，故 ker(ϕ)
即为所求的群 G 中指数为 2 的正规子群。 □


