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题目 1. p133-1

设 f 是环 A 到 A′ 的同态，证明：

(1) f 将 A 中的 0 元映成 A′ 中的 0′ 元.
(2) f 将 A 中的子环映成 A′ 中的子环.
(3) f 将 A 中的理想映成 f(A) 中的理想.

解答.

(1) 证明 f(0) = 0′: 由环中加法单位元的性质, ∀a ∈ A, f(a) = f(a+ 0) = f(a) + f(0)。在环

A′ 中，根据定义则有 f(0) = 0′。

(2) 设 B 是 A 的子环，证明 f(B) 是 A′ 的子环:

– 非空性: 由 (1) 知 0′ = f(0) ∈ f(B)，故 f(B) 6= ∅。
– 减法封闭性: ∀x′, y′ ∈ f(B), ∃x, y ∈ B, s.t. x′ = f(x), y′ = f(y)。

x′ − y′ = f(x)− f(y) = f(x− y)

因为 B 是子环，x− y ∈ B，故 x′ − y′ ∈ f(B)。

– 乘法封闭性: 同理，x′y′ = f(x)f(y) = f(xy)。因为 B是子环，xy ∈ B，故 x′y′ ∈ f(B)。

综上，f(B) 是 A′ 的子环。

(3) 设 I 是 A 的理想，证明 f(I) 是 f(A) 的理想:

– 加法子群: 同 (2) 的前两步，f(I) 6= ∅ 且对减法封闭，故 f(I) 是 f(A) 的加法子群。

– 吸收律: ∀i′ ∈ f(I), ∀a′ ∈ f(A), ∃i ∈ I, a ∈ A, s.t. i′ = f(i), a′ = f(a).

a′i′ = f(a)f(i) = f(ai)

因为 I 是 A 的理想，故 ai ∈ I，从而 a′i′ ∈ f(I). 同理 i′a′ = f(ia) ∈ f(I).

综上，f(I) 是 f(A) 的理想.

□
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题目 2. p133-3

证明定理 3.3.1 到定理 3.3.4.

• 定理 3.3.1 (同态基本定理) 设 f 是环 A 到环 A′ 的一个满同态, K = ker f , 则

(1) A/K ∼= A′.
(2) σ : a + K 7→ f(a) 是 A/K 到 A′ 的同构, 设 φ 是 A 到 A/K 的自然同态:

φ(a) = a+K, ∀a ∈ A, 则有 f = σφ.

• 定理 3.3.2 (子环对应定理) 设 f 是环 A到 A′ 的满同态, K = ker f , S 是 A中所

有包含 K 的子环的集合. S ′ 是 A′ 中所有子环的集合,则映射 φ : (K ⊆)H 7→ f(H),
是 S 到 S ′ 的双射, 且对理想也有类似的性质.

• 定理 3.3.3 (商环同构定理) 设 f 是环 A 到环 A′ 的满同态, I 是 A 的一个理想

且 I ⊇ ker f(= K), 则

A/I ∼= A′/f(I)(∼= (A/K)/(I/K)).

• 定理 3.3.4 (第二同构定理) 设 A 是环, S 是子环, I 是理想, 则

(S + I)/I ∼= S/(S ∩ I).

解答.

• 定理 3.3.1 (同态基本定理) 的证明:
构造映射 σ : A/K → A′, a+K 7→ f(a)。

– 良定与单射: ∀a, b ∈ A, a +K = b +K ⇐⇒ a − b ∈ K ⇐⇒ f(a − b) = 0′ ⇐⇒
f(a) = f(b) ⇐⇒ σ(a+K) = σ(b+K). 故 σ 是良定义且为单射。

– 满射: 因为 f 是满同态，∀a′ ∈ A′, ∃a ∈ A, s.t. f(a) = a′, 则 σ(a+K) = a′。

– 同态: ∀a, b ∈ A, σ((a+K)+(b+K)) = σ(a+b+K) = f(a+b) = f(a)+f(b) = σ(a+

K)+σ(b+K)。σ((a+K)(b+K)) = σ(ab+K) = f(ab) = f(a)f(b) = σ(a+K)σ(b+K)。

故 σ 是同构，即 A/K ∼= A′。且由定义显然有 f(a) = σ(a+K) = σ(φ(a))，即 f = σφ。

• 定理 3.3.2 (子环对应定理) 的证明:

– 良定: 由题意 φ : S → S ′, H 7→ f(H)，显然映射是良定义的。

– 单射: 若 ∀H1, H2 ∈ S, φ(H1) = φ(H2)，则有 f(H1) = f(H2)。则 ∀h1 ∈ H1, 都
∃h2 ∈ H2, s.t. f(h1) = f(h2)，则有 f(h1 − h2) = e′ =⇒ h1 − h2 ∈ ker f = K ⊆ H2，

故 h1 = (h1 − h2) + h2 ∈ H2，即 H1 ⊆ H2。对称的有 H2 ⊆ H1，故 H1 = H2。

– 满射: ∀H ′ ∈ S ′, 构造 H = f−1(H ′)。

∀h1, h2 ∈ H, ∃ h′
1, h

′
2 ∈ H ′, s.t. h′

1 = f(h1), h
′
2 = f(h2)，有 h′

1h
′−1
2 = f(h1h

−1
2 ) ∈ H ′，

则可知 h1h
−1
2 ∈ f−1(H ′) = H，所以 H 是 A 的子环。同时 0′ ∈ H ′ =⇒ K ⊆ H。因

f 满射，故 f(H) = H ′, 即 φ(H) = H ′。

理想性质同理可证。
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• 定理 3.3.3 (商环同构定理) 的证明:
构造映射 g : A → A′/f(I), a 7→ f(a) + f(I). 易知 g 是满同态. 核 ker g = {a ∈ A |
f(a) ∈ f(I)} = {a ∈ A | ∃i ∈ I, s.t. f(a) = f(i)} = {a ∈ A | a− i ∈ K ⊆ I} = I. 由同态
基本定理，即得 A/I ∼= A′/f(I).

• 定理 3.3.4 (第二同构定理) 的证明:
构造映射 h : S → (S + I)/I, s 7→ s + I. 易知 h 是环同态. ∀x ∈ (S + I)/I, ∃s ∈ S, i ∈
I, s.t. x = (s + i) + I = s + I = h(s), 所以 h 是满射. 核 kerh = {s ∈ S | s + I = I} =

{s ∈ S | s ∈ I} = S ∩ I. 由同态基本定理，即得 S/(S ∩ I) ∼= (S + I)/I.

四个定理均完成证明. □

题目 3. p133-4

利用同态基本定理证明：

(1) R[x]/(x2 + 1) ∼= C.
(2) F[x]/(x) ∼= F,F 为数域.

解答. (1) 证明 R[x]/(x2 + 1) ∼= C:

构造“代入同态”φ : R[x] → C, P (x) 7→ P (i).

• 满射: ∀a+ bi ∈ C (a, b ∈ R), 取多项式 P (x) = bx+ a ∈ R[x]，则 φ(P ) = bi+ a.
• 核: kerφ = {P (x) ∈ R[x] | P (i) = 0}. 因实系数多项式的虚根成对出现，若 P (i) = 0，则

必有 P (−i) = 0. 故 (x − i)(x + i) = x2 + 1 必须整除 P (x). 因此 kerφ = (x2 + 1) (即由
x2 + 1 生成的主理想).

由同态基本定理，R[x]/ kerφ ∼= Imφ，即 R[x]/(x2 + 1) ∼= C.

(2) 证明 F[x]/(x) ∼= F:

构造“代入同态”φ : F[x] → F, P (x) 7→ P (0).

• 满射: ∀a ∈ F, 取常数多项式 P (x) = a ∈ F[x]，则 φ(P ) = a.
• 核: kerφ = {P (x) ∈ F[x] | P (0) = 0}. P (0) = 0 意味着 P (x) 的常数项为 0，即 P (x) 可

以提出公因子 x. 因此 kerφ = (x) (即由 x 生成的主理想).

由同态基本定理，F[x]/ kerφ ∼= Imφ，即 F[x]/(x) ∼= F. □

题目 4. p133-6

找出环 Zn 中一切自同态.

解答. 设 f : Zn → Zn 是自同态，则 f 必须保持加法和乘法。Zn 作为加法群是由 1̄ 生成的

循环群。∀x̄ ∈ Zn, 借助加法同态有 f(x̄) = f(x · 1̄) = xf(1̄). 令 f(1̄) = ā, 则 f(x̄) = āx̄.
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由乘法同态的性质有 f(x̄ȳ) = f(x̄)f(ȳ), 特别地取 x̄ = ȳ = 1̄, 得 ā = ā2, 即 ā 必须是 Zn 中的

幂等元. 反之，∀ā ∈ Zn, s.t. ā2 = ā, 映射 f(x̄) = āx̄ 显然保持加法. 对于乘法有

f(x̄ȳ) = ā(x̄ȳ) = ā2x̄ȳ = (āx̄)(āȳ) = f(x̄)f(ȳ)

满足同态定义.

综上，环 Zn 中一切自同态形式为 fā(x̄) = āx̄，其中 ā ∈ Zn 且 ā2 = ā. □

注记. 方法总览：找原像的生成元 → 加法同态约束（得到映射函数，0 映射 0’）+ 乘法同
态约束（幂等元）

题目 5. p134-8

设 m, r ∈ Z+, r | m, Zm = {k̄ | k = 0, 1, · · · ,m − 1}, Zr = {h̃ | h = 0, 1, · · · , r − 1}, 令
f : Zm → Zr, ā 7→ ã, 证明 f 是 Zm 到 Zr 的同态映射, 并求 ker f, Zm/ ker f .

解答.

(1) 证明 f 是同态映射:

• 良定义: 若 ā = b̄ ∈ Zm，则 m | (a− b)。因 r | m，必然有 r | (a− b)，即在 Zr 中有 ã = b̃，

故映射良定义。

• 保持加法: f(ā+ b̄) = f(a+ b) = ã+ b = ã+ b̃ = f(ā) + f(b̄)。

• 保持乘法: f(āb̄) = f(ab) = ãb = ãb̃ = f(ā)f(b̄)。

故 f 是同态映射.

(2) 求 ker f : 根据定义 ker f = {ā ∈ Zm | f(ā) = 0̃} = {ā ∈ Zm | r | a}. 因此 ker f =

{0̄, r̄, 2r, . . . , m− r}, 也就是 Zm 中由 r̄ 生成的主理想 (r̄).

(3) 求 Zm/ ker f : 显然 ∀ã ∈ Zr, ∃ā ∈ Zm, s.t. f(ā) = ã, 故 f 为满同态. 由同态基本定理直接
得到 Zm/ ker f ∼= Im f = Zr. □

题目 6. p134-9

证明 AutZ[x] ∼=
{(

1 a

0 ε

)∣∣∣∣∣ ε = ±1, a ∈ Z

}
.

解答. 记给定矩阵群为 G =

{[
1 a

0 ε

]
| ε = ±1, a ∈ Z

}
。

• 确定自同构的形式: 设 ϕ ∈ AutZ[x]，则 ϕ(1) = 1。设 ϕ(x) = α(x) ∈ Z[x]。因 ϕ 为满

射，所以对于某个多项式如 x，∃ Q(x) ∈ Z[x], s.t. ϕ(Q(x)) = Q(α(x)) = x。比较次数得

deg(Q) · deg(α) = 1 =⇒ deg(α) = 1。故可设 ϕ(x) = εx + a。因最高次项系数在复合后
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为 1，故 ε ∈ {±1}, a ∈ Z。记此映射为 ϕa,ε。

• 构造同构映射: 构造 Φ : AutZ[x] → G, ϕa,ε 7→

[
1 a

0 ε

]
，显然 Φ 是双射。

• 验证群同态: 对任意两元素进行复合，(ϕa,ε ◦ ϕb,δ)(x) = ϕa,ε(δx + b) = δ(εx + a) + b =

δεx+ (aδ + b)。即 ϕa,ε ◦ ϕb,δ = ϕaδ+b,εδ。对应在群 G 中的矩阵乘法为:[
1 a

0 ε

][
1 b

0 δ

]
=

[
1 b+ aδ

0 εδ

]
两者结果完全一致，故 Φ 保持群运算。

综上，AutZ[x] ∼= G. □

注记. Z[x] 的所有自同态：生成元 1 和 x，记自同态后的值为 ϕ(1) = e(x), ϕ(x) = α(x)：

• 加法约束：无作用，因为多项式开放。α(x) = ϕ(x) = ϕ(1 + 1+ · · ·+1) = xϕ(1) = xe(x)。

• 乘法约束：分别看 ϕ(1), ϕ(x)。

ϕ(1) = e(x): ϕ(1) = ϕ(1 · 1) = ϕ(1)2，即 e(x)2 = e(x)，e(x) 是幂等元，Z[x] 只有 0 或 1。

ϕ(x) = α(x)：ϕ(x) = ϕ(1 · x) = ϕ(1)ϕ(x)，即 α(x) = α(x)e(x)

– 若 e(x) = 0：则 α(x) = 0，即 ϕ(P (x)) = 0，是零同态。

– 若 e(x) = 1：则 α(x) 无限制，即 ϕ(P (x)) = α(x)。

那么要自同构，首先 e(x) = 1，那么之后可推之 α(x) 应该为 1 次多项式

题目 7. 课上习题

在 Mn(F) 中找出两个矩阵 A,B 使得 A,B 生成 Mn(F)。进一步，若 A 不是纯量矩阵，

则存在 B ∈ Mn(F)，使得 A,B 生成 Mn(F)。

解答. (1) 存在性构造: 在 Mn(F) 中取循环置换矩阵 A =
∑n−1

i=1 Ei,i+1 + En,1 与幂等矩阵

B = E1,1。易知 A−1 = An−1。通过运算 Ai−1BA−(i−1) = Ei,i 即可生成主对角线上的所有标准

基。进一步，若 j > i，则 Ei,j = Ei,iA
j−iEj,j；若 j < i，则 Ei,j = Ei,iA

n+j−iEj,j。综上，所

有的 Ei,j 均可由 A,B 生成，故它们生成了整个 Mn(F)。

(2) 第二部分 (推广到非纯量矩阵): 若给定 A 不是纯量矩阵，则必然存在向量 v ∈ Fn 使得 v

与 Av 线性无关。否则对于所有 v 都有 Av = λv，那么必有 Ae = λIe，就矛盾了。

将其扩充为 Fn 的一组基 e1 = v, e2 = Av, e3, . . . , en（并不是 Krylov 子空间，前两个是，
后面的没有指定）。在此基下，A 的第一列恰好为 e2，即 AE1,1 = E2,1 +

∑n
k=3 ckEk,1。取

B = E1,2 +E2,3 + · · ·+En,1 为循环位移矩阵，则有 X = Bn−1A = E1,1 + c2E1,2 + c3E1,3 + · · ·，
然后再用 B 消去后面的冗余项，可得到 E1,1

X − c2(XB)− c3(XB2)− · · · − cn(XBn−1) = E1,1

从而复原出 E1,1 与位移矩阵，问题即转化为第一部分的模式。 □
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注记. 令 A =
∑n−1

i=1 Ei,i+1 + En1。这是一个“循环置换矩阵”矩阵。

A =



0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . 1

1 0 0 . . . 0


有 An = I

令 B = En1。这是左下角只有一个 1 的矩阵。

B =


0 . . . 0
... ...
1 . . . 0


Eij：左乘是将 j 行写到 i 行，右乘是将 i 列写到 j 列，其他清零。


