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1、 设X = {Xn : n ≥ 0}为一离散参数的时齐马氏链，取值空间S = {1, 2, 3, 4}，其一步转移概率矩阵为

P =


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
(1) 设初始分布为P (X0 = 1) = P (X0 = 2) = 1

2
, P (X0 = 3) = P (X0 = 4) = 0，求P (X1 = 3, X2 =

4, X3 = 2).

(2) 求X的不变分布.

(3) 对任意初始分布µ,求 lim
n→∞

µPn.

(4) 设f为连续可微函数，且f(1) = 2.1, f(2) = 1.4, f(3) = 0.7, f(4) = 4.2，求

lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

f(Xk)

.

2、 设{ξn : n ≥ 1}为独立同分布的随机变量序列，共同服从分布P (ξ1 = 1) = p, P (ξ1 = −1) = 1 − p；

设Xn =
∑n

k=1 ξk, X0 = 0, X = {Xn : n ≥ 0}；

(1) 证明X为时齐马氏链；

(2) 证明X常返当且仅当p = 1/2。此时，X是否正常返？请说明理由。

3、 设X = {Xt : t ≥ 0}为连续时间参数的时齐马氏链，取值空间为S = {0, 1}。设τ = inf{t : Xt 6= X0}，
且P (τ > t|X0 = 0) = e−λt, P (τ > t|X0 = 1) = e−µt。
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(1) 求X的转移速率矩阵Q，并写出p00(t), p11(t)满足的Kolmogorov前进方程；

(2) ∀t > 0, i, j ∈ S，求pij(t).

4、 设N = {Nt : t ≥ 0}为参数为λ的泊松过程，Y = {Yt : t ≥ 0}为与N独立的离散时间参数的时齐马氏链，
取值于整数集Z，转移概率矩阵为P̂ = (p̂ij)i,j∈Z.设X = {Xt : t ≥ 0}, Xt = YNt

.

(1) ∀0 < s < t, i ≤ j求P (Ns = i|Nt = j).

(2) 证明X为时齐马氏链，并求其转移速率矩阵Q和转移概率矩阵P.

(3) 设π̂ = (π̂i)i∈Z为Y的不变分布，证明它也是X的不变分布。

5、 设B = {Bt : t ≥ 0}为一维零初值标准布朗运动，f(t)为连续可微函数，Xt =
∫ t
0
f(s)dBs，Yt =∫ t

0
f(s)BsdBs.（Itô积分）

(1) 设0 < s < t，求Bs +Bt服从的概率分布；

(2) 设0 = t0 < t1 < · · · < tn = t, λ = min0≤k≤n−1(tk+1 − tk)，证明

lim
λ→0

E|
n−1∑
k=0

(Btk+1
−Btk)2 − t|2 = 0.

(3) 求X的概率分布；

(4) 证明

Yt =
1

2
(f(t)B2

t −
∫ t

0

(f ′(s)dB2
s + f(s)ds)).


