
第一章习题（进阶 A）
• 进阶题目的考核指标不仅仅是你答案的准确性．请你在做题的同时，仔细审阅每一
道题目，对其难度和作为《组合数学》课程教材习题的适合程度进行评价．你可以

选择打分和（或）给出评语，或采取你喜欢的任何一种评价手段．若有余力，你还

可以尝试总结每道题考察的知识点，或尝试用多种本质上不同的手段求解问题．你

对题目的评估结果和认真程度是作业的重要评分依据．

• 保质保量地完成进阶题目将使你获得额外的作业分数．这些分数按作业给分比例
折算后，将会直接加到总评成绩上．

• 在作答时请务必清楚标明题号．

1.13. 考虑平面上的一个任意凸 𝑛边形（𝑛 ≥ 6）：

(1) 作 2条不同的对角线，要求它们仅有一个位于多边形顶点处的公共点，求方案数；
(2) 作 2条不同的对角线，要求它们无公共点，求方案数．

1.14. 设 {𝑎𝑖}是一长度为 60的正整数列（1 ≤ 𝑖 ≤ 60），其中 𝑎1 = 1, 𝑎60 = 2020，并且数列

中每一项都是其后面一项的约数．

(1) 求满足要求的数列 {𝑎𝑖}的数目；
(2) 若进一步要求 {𝑎𝑖}严格递增，求满足条件的序列数目．

1.15. 现有 23个不同的物体，将其放入 25个不同的箱子，每个箱子中至多放入一个物体，
且禁止出现相邻的空箱子，求方案数．

1.16. 直线分圆是一个非常有趣的组合数学问题，考虑下列直线分圆问题：

(1) 在平面上作一个圆和 𝑛条直线，求这些直线最多将圆分为多少个部分；
(2) 在平面上作一个圆并在圆周上任取 𝑛个点，这些点两两连线得到一系列圆内的线段，
假设任意三条线段不共点，求这些线段在圆内的交点数目；

(3) 在第 (2)问的基础上，考察所有三边均在这些线段上的三角形，这些三角形可能有 0
个、1个、2个或 3个顶点在圆上，求每种三角形的数目；

(4) 在第 (2)问的基础上，求这些线段将圆分为多少个部分（提示：利用欧拉公式，即平
面图的顶点数 𝑉、边数 𝐸 和面数 𝐹 之间满足关系 𝑉 + 𝐹 − 𝐸 = 1）．

1.17. 完全二分图𝐾𝑛,𝑛指的是一个简单无向图𝐺 = (𝑉 , 𝐸)，其中点集 𝑉 = {1, 2, ⋯ , 2𝑛}，边
集 𝐸 = {(𝑖, 𝑛 + 𝑗) ∣ 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛}．图上的简单回路指的是不含重复顶点或重复边的回路．设
正整数 𝑘满足 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛，求 𝐾𝑛,𝑛 上长度为 2𝑘的简单回路的数目．

1.18. 使用 1, 2, ⋯ , 9构造一个 𝑛位正整数，使此数从高位到低位，每一位数都小于等于前
一位数，求满足条件的整数数目．



1.19. 现有甲、乙、丙三类物品各 2𝑛件，同类物品之间没有区别．现要将它们分给两个人，
要求每个人分得 3𝑛件物品，求共有多少种分法．

1.20. 从字典 {𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝐷}中选出 𝑛个字符组成字符串，要求字符 𝑐𝑖 出现次数为 𝑓𝑖，保

证
𝐷

∑
𝑖=1

𝑓𝑖 = 𝑛．设非负整数 𝑘满足 𝑘(𝐷 + 1) > 𝑛，求子串 𝑐1𝑐2...𝑐𝐷 的出现次数恰好为 𝑘的字

符串的数目．

1.21. 某只“千足虫”有左右两侧各 100只脚，假设它要为每只脚穿鞋子和袜子．

(1) 若要求穿所有袜子在所有鞋子之前，穿所有左脚袜子、鞋子分别在所有右脚袜子、鞋
子之前，求穿鞋袜的方案数．

(2) 若要求穿每只脚袜子在每只脚鞋子之前，穿每一对脚中的左脚袜子、鞋子分别在右脚
袜子、鞋子之前，求穿鞋袜的方案数．

1.22. 设 𝑛是正整数，非负整数 𝑘满足 2𝑘 ∣ 𝑃 (2𝑛, 𝑛)，求 𝑘的最大值．

1.23. 设有一无穷正整数列 {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, ⋯}，其中每一项均大于 1．以此数列定义一种进制：
当第 𝑛位达到 𝑎𝑛 时，向第 𝑛 + 1位进一．按此定义，二进制、十进制等即为常数列定义的
进制，我们在讨论全排列生成算法时介绍的递增进位制即为基于等差数列定义的进制．证

明：任意正整数在此进制下的表示唯一．

习题 24示意图

1.24. 在正四面体的顶点和各棱中点这 10 个点（如右图所示）
中选取 4个，求使这 4点不共面的方案数．


