
第二章习题参考答案

2.1. 与课上习题（教材例 2.1.9）类似，具体过程略．

2.2. 令 𝐵 = arctan 𝑥 ∣ 𝑥 ∈ 𝐴，显然 𝐵中元素均在 (−𝜋
2 , 𝜋

2 )中．将此区间等分为 12份，则
必有两元素 arctan 𝑥, arctan 𝑦在同一份中，不妨设 arctan 𝑥 > arctan 𝑦，则

tan (arctan 𝑥 − arctan 𝑦) = 𝑥 − 𝑦
1 + 𝑥𝑦 ≤ tan 𝜋

12 = 2 − √3

2.3. 考虑每一行的染色，必有两个方格 𝑖, 𝑗 染同一颜色 𝑐，令 (𝑖, 𝑗, 𝑐) 代表这一行的颜色．

在此视角下，行染色方式共有 𝑚(
𝑚 + 1

2 )种，根据鸽巢原理必有两行同色．这意味着这两

行在相同两列的四个方格染同色，即证．

2.4. 按模 10的余数分为 {[0]} , {[5]} , {[1], [9]} , {[2], [8]} , {[3], [7]} , {[4], [6]}六类，必有两
数位于同一类中，其和或差即满足要求．

2.5. 令进制为 𝑘，若 𝑝
𝑞 在此进制下是无限不循环小数，则意味着 𝑘𝑛𝑝 mod 𝑞（𝑛 = 0, 1, 2, ⋯）

有无穷多种可能的取值，显然矛盾．故只可能为有限或无限循环小数．

2.6. 题设命题成立．考虑数列中各项模 233的余数，必有两项相同，二者之差为数列中某
一项与 100𝑘 之积．注意到 100与 233互质，因此必有数列中一项能被 233整除．

2.7.

(1) 将 [0, 1]等分为 𝑛 − 1段，则必有一段中含有 2个点；

(2) 考虑√𝑛 = ⌊√𝑛⌋的最坏情况，即证在 𝑘2 个点中必有两点间距不大于
√2

𝑘 − 1．将正方

形等分为 (𝑘 − 1)2 个边长为
1

𝑘 − 1 的小正方形，则必有一个小正方形中含有 2个点．

2.8. 令 𝑆𝑛 =
𝑛

∑
𝑖=0

𝑎𝑖，则数列

𝑆0, 𝑆1, ⋯ , 𝑆77, 𝑆0 + 22, 𝑆1 + 22, ⋯ , 𝑆77 + 22

中共有 156项，但每一项均在 0, 1, 2, ⋯ , 154中取值，其中必有两项相等．余下略．

2.9. 设 |𝐵| ≤ 99．考虑向 𝐵 中添加一个元素 𝑏，该元素需满足 |𝑎𝑖 − 𝑎𝑗| ≠ |𝑏𝑘 − 𝑏|．固定

𝑏𝑘，选取 |𝑎𝑖 − 𝑎𝑗|有 (
101
2 ) = 5050种方式，选取 𝑏𝑘 − 𝑏符号有两种方式，共计从 𝑆中排除

10100个元素；另外 𝑏𝑘本身也无法选择，合计 10101个．因此，𝑆中至多 10101×99 = 999999
个元素无法加入 𝐵中，这时总能向其中加入一个元素使 |𝐵|增加 1，故能取到 |𝐵| = 100．



若向 𝐵中添加元素时选最小值，则可将排除的元素数目从 10101降至 5051，从而得到
更强的结论．相关讨论略．

本题与鸽巢原理关系不够明确，在此向各位同学致歉．

2.10. 讨论该集合中元素模 3的余数．每种余数最多有 2个元素，否则三个同余数元素之
和大于 3且能被 3整除，是合数．同时，三种余数的元素不能均存在，否则其和同样是合
数．因此，集合中至多有 4个元素，其模 3的余数有两种取值，每种取值两个元素．
我们可逆向思考构造此集合．注意到集合中三个元素之和模 3的余数必然是两个 1和

两个 2．任取两个足够大的、模 3余 1的质数（例如 13, 19），再任取两个足够大的、模 3
余 2的质数（例如 11, 17），即可列方程求解集合中的四个元素（例如 {1, 3, 7, 9}）．容易看
出，任意四个足够大的、模 3余数满足要求的质数都对应一个题目要求的集合，因此答案
有无穷多种．这里的“足够大”指的是大于 9，因为简单讨论可知集合中不能含有偶数，而
三个奇数之和至少是 9．

2.11. 将𝑆中元素排成一列 𝑠1, 𝑠2, ⋯ , 𝑠𝑛，记前缀和序列为 𝑇𝑛 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑠𝑖．考虑各 𝑇𝑖−⌊𝑇𝑖⌋，若其

在 [0, 1
𝑛 + 1]∪[

𝑛
𝑛 + 1, 1]中，则令𝐴 = {𝑠𝑘 ∣ 𝑘 ≤ 𝑖}即可．否则将 [

1
𝑛 + 1, 𝑛

𝑛 + 1]等分为 𝑛−1

个长度为
1

𝑛 + 1 的区间，必有 𝑇𝑖, 𝑇𝑗位于同一区间中；不妨设 𝑖 < 𝑗，则令𝐴 = {𝑠𝑘 ∣ 𝑖 < 𝑘 ≤ 𝑗}
即可．

2.12. 注意到

∑𝑝
𝑓(𝑝) =

𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑛 − 1)!
𝑛

∑
𝑗=1

𝑗 = 𝑛 + 1
2 𝑛!

𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖 (1)

若不存在 𝑓(𝑝) − 𝑓(𝑞)是 𝑛!的倍数，则 𝑓(𝑝)模 𝑛!的取值遍历 0, 1, 2, ⋯ , 𝑛! − 1．这意味着

∑𝑝
𝑓(𝑝) mod 𝑛! =

𝑛!−1

∑
𝑖=0

𝑖 mod 𝑛! = 𝑛!(𝑛! − 1)
2 mod 𝑛! (2)

当 𝑛 ≥ 2时 𝑛!是偶数，而 𝑛是奇数，因此式 (1)模 𝑛!的余数为 0，而式 (2)显然非零，矛盾．
故原命题成立．

本题的上述证法最为简单，但是与鸽巢原理似乎没有什么关系，在此向各位同学致歉．

2.13. 用反证法，先假设所有三角形大小都大于 2．由此易见 𝑥轴上必恰有两点：

• 若有至多一点，则由鸽巢原理，𝑥轴某一侧有三点，因为其均为整点，显然其为顶点
的三角形大小不超过 2；

• 若有至少三点，则这三点直接构成零面积三角形．

同理，𝑦轴上也恰有两点．以上四点中，若某一点距原点距离为 1，则该点与另一轴上两点
构成的三角形大小不超过 2，因此这四点坐标必为 (±2, 0)和 (0, ±2)．现在任取一个位于某
一象限中的点，该点和与该象限相邻两半轴上的两点构成三角形面积必不大于 2，矛盾．



此题结论可加强，事实上各点的坐标不必为整数，结论仍然成立．对这一问题有兴趣的

同学可自行搜索 Heilbronn Triangle Problem或阅读杨路、张景中、曾振柄先生发表于 1992
年的论文《最初几个 Heilbronn数的猜想和计算》．

2.14. 若已知 𝑥 ≠ 𝑦 ⇒ 𝑛 mod 𝑥 ≠ 𝑛 mod 𝑦，则由 𝑛 mod 1 = 0可依次推得 𝑛 mod 2 = 1、
𝑛 mod 3 = 2、……，直至 𝑛 mod 𝑚 = 𝑚 − 1．如此即有 (𝑛 + 1) mod 𝑀 = 0，矛盾．

2.15. 将 101个正整数排成一列，其前缀和数列为 𝑆1, 𝑆2, ⋯ , 𝑆101．考虑其中各项模 100的
余数，其中必有两项相等，因此存在连续若干元素之和是 100的倍数，可能的取值为 100
或 200．若为 100，即证；若为 200，则其余元素之和为 100，同样可证．


