
0 0 1 (6-1)/1=5 (59-5)/2=27 (114-27)/3=29 (69-29)/4=10 1 0

1 1 6 59 114 69 15 1  

2 2 65 287 321 129 20    

3 3 352 929 708 209      

4 4 1281 2345 1335        

5 5 3626 5015          

6 6 8641            

1 1.5 0 2

3 3.25 3 5/3

第2次作业 - 插值和函数逼近  
1. 插值  
4. 设  是以节点  的n次Lagrange插值基函数，请证明  

【解答】

对于一个n+1阶可导的函数  ，根据Lagrange插值多项式可知， 

 .

我们取  ，对于不同的  有如下情况

当  时，  ，所以  . 取  , 则有  .

当  时，  ，所以  . 取  , 则有 

 .

综上，得证

 

5. 设  ，试求均差  .  

【解答】

所以  ,  ,  

 

6. 给定下表数据，试构造出  的均差表和三次 Newton 插值多项式，并写出均差型余项  

【解答】

（1）差商表

af://n0
af://n3
af://n4
af://n16
af://n101


0 1 3

1 1.5 3.25  

2 0 3    

3 2 5/3      

0 0 0  0

1 0 0  

2 1 1    

3 2 1      

（2）三次牛顿插值多项式

（3）均差型余项

 

12. 求次数不高于3次的多项式  使其满足  ，并写出
其 Newton 形式的余项

 

【解答】

所以插值多项式

Newton形式的余项 

 

13. 求次数不超过4次的多项式  使其满足 
 并写出其 Newton 形式的余项

 

【解答】

af://n448
af://n451


0 1 0  0  8 / 2 =4

1 1 0 0  

2 1 0    

3 2 1      

4 3 0        

所以插值多项式

Newton形式余项

 

14. 设  ，证明：（1） ，（2）  

【证明】

（1）取  ，已知

 .

同理，有 

假设存在恒等式，对于  ，则有

根据归纳法知，假设成立。取  ，即有  ，证毕

（2）根据 Newton 插值多项式及其均差形式余项，再带入第一问结论，可得

 

15. 设  有  个不同的实根  ，试证明 

【解答】

af://n457
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改写为  ，  ，取  则有 

 .

所以   .

取多项式 ，有  。取  ，做  次Lagrange多项式插值可得 

考察恒等式两侧最高次项系数：已知项  是一个  次多项式，其最高次项系数为  ，因此右侧多项式的最高次

项系数为  ，次数 ；左侧多项式最高次项系数为  ，次数为  ：

若  ，则第 阶系数有   .

若 ，则第 阶系数有  .

合并两种情况，即得证

 

2. 函数逼近  
7. 设  ，试求出  在  和  中的最佳平方逼近多项式  和  .  

【解答】

在  中，基函数  . 相互之间的内积如下

与  的内积如下

所以，对于  ，有

对于  ，有

解得 带入

af://n285
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-3 -1 1 3

15 5 1 5

 

9. 设  ，试求出  在  中的最佳平方逼近多项式  .  

【解答】

  ，其在  上对  的正交投影即为自身 

所以  

 

12. 已知数据如下表，试用  来拟合上述数据  

【解答】

即用多项式进行最小二乘曲线拟合。记向量  ，  

所以可得

因此  

 

补充：求函数  在区间  上的最佳一致一次逼近多项式  

观察  ，选择区间  两侧端点和最小值折点作为交错点组  

所以多项式  应满足，记最小偏差为  

解得   . 所以  .

经验证  在区间上最大值为 ，仅在交错点组上取到，符合要求。根据Chebyshev交替定理，最佳一
致一次逼近多项式  
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