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	第4次作业 - 线性与非线性方程组数值解法
	线性方程组的迭代解法
	4. 对于方程组 Ax=b , 若分别用 J 法和 GS 法迭代求解，分析是否收敛
	（1） \matrix{1&2&-2\\1&1&1\\2&2&1}
	（2）\matrix{2&-1&1\\2&2&2\\-1&-1&2}

	5. 方程组 \matrix{a_{11}&a_{12}\\a_{21}&a_{22}}\matrix{x_1\\x_2}=\matrix{b_1\\b_2} , 其中系数矩阵非奇异, a_{11}a_{22}\neq 0 .
	（1）证明解方程组的 J 法和 GS 法同时收敛或同时不收敛
	（2）求两种方法收敛速度之比
	（3）若 a_{11}=a_{22}=a , a_{12}=a_{21}=1 , 用 a 的取值范围表示 J 法和 GS 法收敛的充要条件

	8. 分析方程组 \matrix{1&a&0\\a&1&a\\0&a&1}\matrix{x_1\\x_2\\x_3}=\matrix{b_1\\b_2\\b_3} J 法和 GS 法的收敛性
	11. 设 A=\matrix{3&1\\2&2} , 若用迭代公式 x^{(k+1)}=x^{(k)}+\alpha(Ax^{(k)}-b), k=0,1,\cdots 迭代求解，问 \alpha 取什么范围的值可使迭代收敛， \alpha 取什么值可使收敛最快？
	12. 设 A 对称正定，其特征值 \lambda_1\geq\lambda_2\geq\cdots\geq\lambda_n>0 . 证明迭代法 x^{(k+1)}=x^{(k)}+\omega(b-Ax^{(k)}) , k=0,1,\cdots 当 \omega\in(0,\frac{2}{\lambda_1}) 时收敛，并讨论 \omega 取什么值时收敛最快？
	15. 设 A, B\in\mathbb{R}^{n\times n} , A 非奇异，方程组 \matrix{A&B\\B&A}\matrix{x_1\\x_2}=\matrix{b_1\\b_2} 有两种“块迭代法”如下，试分别给出两种迭代法收敛的充分必要条件（用 A,B 表示），并求收敛速度之比
	（1）块 Jacobi 法 \mbrace{Ax_1^{(k+1)}&=b_1-Bx_{2}^{(k)}\\Ax_2^{(k+1)}&=b_2-Bx_1^{(k)}} .
	（2）块 GS 法 \mbrace{Ax_1^{(k+1)}&=b_1-Bx_{2}^{(k)}\\Ax_2^{(k+1)}&=b_2-Bx_1^{(k+1)}} .


	非线性方程和方程组的数值解法
	5. 设 f\in C^1(\mathbb{R}) , 满足 f(x^*)=0,0<m\leq f'(x)\leq M . 试证明迭代法 x_{k+1}=x_{k}-\lambda f(x_k) 产生的序列 \{x_k\} 对任意的 x_0\in\mathbb{R} 及 \lambda\in(0,\frac{2}{M}) 均收敛到 x^* .
	6. 设 \phi(x)=x+x^3 , x=0 为 \phi 的一个不动点，证明 x_{k+1}=\phi(x_k) 对 x_0\neq 0 迭代不收敛，但改用 Steffensen 迭代法却是收敛的
	9. 对于实数 a>0 , 给出一个不用除法运算求 \frac{1}{a} 的二阶收敛迭代公式，并分析初值 x_0 可以选取的范围.
	13.
	(1) 为求 f(x)=0 的根，用迭代函数 \phi(x)=x+f(x) 的迭代法不一定收敛. 对此用Steffensen迭代法，试写出迭代公式.
	(2) 设 f 有连续的二阶导数, f(x^*)=0,f'(x^*)\neq0 , 研究如下迭代法的收敛性和收敛阶   x_{k+1}=x_k-\frac{[f(x_k)]^2}{f(x_k+f(x_k))-f(x_k)},\ k=0,1,\cdots

	16. 设 a>0 , 证明迭代公式 x_{k+1}=\frac{x_k(x_k^2+3a)}{3x_k^2+a} 产生的序列 \{x_k\} 三阶收敛到 \sqrt{a} .
	18. 设 A\in \mathbb{R}^{n\times n}, |A|\neq 0 . \mathbb{R}^{n\times n} 中矩阵序列 \{X_k\} 满足: X_{k+1}=X_k+X_k(I-AX_k), k=0,1,\cdots . 试证明如下几问：
	（1）令 E_k=I-AX_k , 则 E_{k+1}=E_k^2 .
	（2）若 \Vert{I-AX_0}<1 ，则 \{X_k\} 收敛到 A^{-1} .
	（3）将向量序列收敛阶的概念推广到矩阵序列，说明上述求 A^{-1} 的迭代法至少二阶收敛




