
第4次作业 - 线性与非线性方程组数值解法  
 

线性方程组的迭代解法  
4. 对于方程组  , 若分别用 J 法和 GS 法迭代求解，分析是否收敛  

（1） 
 

【解答】

 J 法：收敛，证明如下

GS 法：不收敛，证明如下

（2）
 

J 法：不收敛，证明如下

GS 法：收敛，证明如下
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5. 方程组  , 其中系数矩阵非奇异,  .  

（1）证明解方程组的 J 法和 GS 法同时收敛或同时不收敛  

（2）求两种方法收敛速度之比  

（3）若  ,  , 用  的取值范围表示 J 法和 GS 法收敛的充要条件  

【解答】

J 法特征方程  , 解得  ，即 

 .

GS 法特征方程  , 解得  ，即 

（1） 可知  ，因为  ，所以两种方法的谱半径同时小于1或大
于等于1，即同时收敛或不收敛。

（2）考虑渐进收敛速度  ，  ，所以 GS 法的收

敛速度是 J 法的2倍

（3）两种方法收敛   ，即  .

 

8. 分析方程组  J 法和 GS 法的收敛性
 

【解答】 （对称正定的三对角矩阵）

J 法：

特征方程  ，解得  

所以  。若收敛，则应满足  ，即  .

GS法：

特征方程  ，解得  .

所以有 。若收敛，则满足  ，即  .

两种迭代方法的收敛性均为  . 
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11. 设  , 若用迭代公式 

迭代求解，问  取什么范围的值可使迭代收敛，  取什么值可使收敛最快？

 

【解答】Richardson迭代法参数的选择

可写为  ，所以要使迭代可收敛，则需要 

求  的特征值，不妨先求  的特征值，  ，则有  ；
于是  的特征值有  . 因而可知 

 .

收敛范围：      
 .

最快收敛：谱半径越小，收敛速度越快，即求  ，作函数图可知最小值在 
 时取到，解得  .

 

12. 设  对称正定，其特征值  . 证明迭代法 
 ,  当  时收敛，并讨论  取

什么值时收敛最快？

 

【解答】

可写为  ，  ，同上题，已知  的特征值为  , 则对应  
的特征值  , 若迭代法收敛，则有  

所以当  时收敛

最快收敛：即求  , 分析  函数可知，最小值取在 
 交界处，即  ，此时收敛最快 .

 

15. 设  ,  非奇异，方程组  有两种“块迭代

法”如下，试分别给出两种迭代法收敛的充分必要条件（用  表示），并求收敛
速度之比

 

（1）块 Jacobi 法  .
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（2）块 GS 法  .
 

【解答】

（1）块 Jacobi 法， 即   

  . 记  ，则有 

 .

特征方程  , 即  ，所以  

收敛的充要条件，  .

（2）块 GS 法，转换为矩阵形式

带入第 个方程组

原方程组可写为

记  ，则有  ，特征

方程 ， 所以  ，也即特征值全由 

 贡献 .
收敛的充要条件是  ，也即 

.

收敛速度之比： ， 所以有  ，块 GS 法的收敛速度是块 
Jacobi 法的2倍。

 

非线性方程和方程组的数值解法  
5. 设  , 满足  . 试证明迭代法 

 产生的序列  对任意的  及  均收敛到 
 .

 

【证明】

迭代函数  ，要证迭代法收敛，即证  在  上压缩映射。
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根据数中定理2.1的推论（即利用微分中值定理，有  )，可
知满足压缩映射定理，对于任意  ，迭代序列收敛到唯一的不动点  .

 

6. 设  ,  为  的一个不动点，证明  对 
迭代不收敛，但改用 Steffensen 迭代法却是收敛的

 

【证明】

原迭代法:  , 

记  ；  . 

若  ，则  ，则全序列  ，所以  从而 
 

若  ，则  ，则全序列  ，同样有  则 

 

迭代序列的差分越来越大，则不收敛.

Steffensen迭代法：

令

所以有  ，则  的迭代收敛 .
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9. 对于实数  , 给出一个不用除法运算求  的二阶收敛迭代公式，并分析初值 
 可以选取的范围.

 

【解答】

求  等价于求方程  的根，使用 Newton 迭代法有

显然  ，由于  ，且  在  的邻域上有二阶连续导数，且  ，
则根据定理4.1可知此迭代公式局部二阶收敛迭代。且该迭代方程不含除法

令  ，则有 
 ，若要使 

 则应有  。由于  则要收敛则应满足 

（用  进行牛顿迭代就不行，没有解决矛盾）

 

13.  

(1) 为求  的根，用迭代函数  的迭代法不一定收敛. 对此用Steffensen迭代
法，试写出迭代公式.

 

(2) 设  有连续的二阶导数,  , 研究如下迭代法的收敛性和收敛阶  

【解答】

（1）导出Steffensen迭代法如下

（2）该公式为 Newton 迭代法的差分近似形式

已知  ,  ,  连续
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根据定理可知，存在  的一个邻域，迭代法局部收敛。而由  ，可知其超线性收敛（至少二
阶收敛）。由于不知道  情况，只能得知其至少二阶收敛。

 

16. 设  , 证明迭代公式  产生的序列  三阶收敛到  .  

【证明】

只要有  即  ，则有  ，也即  收敛于  .

所以可知  三阶收敛。

 

18. 设  .  中矩阵序列  满足: 
 . 试证明如下几问：

 

（1）令  , 则  .  
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（2）若  ，则  收敛到  .  

（3）将向量序列收敛阶的概念推广到矩阵序列，说明上述求  的迭代法至少二阶收敛  

【证明】

（1）已知迭代公式，则有

（2）由第1问结论，可得

当  时，有  ，则有  , 所以  . 又因

为    可逆，则有  .

（3）根据  ，记  ，则有

 即  ，因而有迭代法至少二阶收敛。
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